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Zur Theorie der --adischen Zahlen. 


Das Gauß sche Fundamentaltheorem und die in einem 
-adischen Körper enthaltenen Einheitswurzein. 


Dr. Reinhold Straßmann, 


Berlin. 


Göttingen 1926. 
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jom genialen Begründer der n- -adischen Zahlen 
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Der Körper aller x- adischen eetreisches Zahlen und das Gaußsche 


Fundamentaltheorem 


Die bisherige Definition dr Beadieehen Zahlen und "Zahlkörper 
und das Ziel der Untersuchung 

Zwei Hülfssätze aus der Anwendung der Gneehn Theorie An 
KRONE TE 700 (TE Tre N ER ae 
Die Zuordnung In 9, @; D) und der durch sie erzeugte Körper 
K(y„, p) für ein einzelnes N 

Das einstimmige een zuge e 6 ad Er Köder 


reihe X(y„,p) fürn = 1,2, 3, 


Der Körper M aller ae aechrälschen Zahlen a 2 
Gaußsche Fundamentaltheorem . 

Einige Anwendungen auf r-adische Körper 

Der Zusammenhang der verschiedenen möglichen Eubndnano 
systeme Yn|9 (@, p) mit den verschiedenen in p» enthaltenen 
Primidealen. 


Die Theorie der ganzen Funktionen von & in einem beliebigen ° 


z-adischen Körper K(s,p). 


Die Größe der Zahlen und die Konvergenz fee flcher Zahlen: 
folgen in K(&,p). 

Der Ring der ganzen Funktionen: in K E Er 
Die Größe der ganzen Funktionen und die ae: RE 
licher Folgen von ganzen Funktionen ; 

Die Zurückführung der ganzen Funktionen Rn Be Taklüneie 
Funktionen und Einheitsfunktionen . 

Die Lösungen der Funktionalgleichung 


PP(&,p) = far +pm,P) (P) 
Anwendungen. . . . Er 
Der Variabilitätsbereich von &. 


Die einfachsten Definitionsgleichungen die 77- schen Körpaie® 
Die Konstruktion des Körpers K(£pk, p) 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für de Existenz 
. der p*-ten Einheitswurzeln in einem beliebig vorgelegten -adischen 
SHE K(n, ®) 


Rn 


Einleitung. 


Bezeichnungen: Für die ganze Arbeit werden die folgenden 
Bezeichnungen festgehalten: | 
Rationale Zahlen werden durch kleine lateinische Buchstaben 


VER FR ER RR 
rationale p-adische Zahlen durch große lateinische Buchstaben 


FB 0D Be 


gewöhnliche algebraische Zahlen durch kleine griechische Buch- 


staben 
| BED YVEOLE Se 
z-adische algebraische Zahlen durch große griechische Buchstaben 
FEB: DEIEH, 


bezeichnet. 
Für die Teilbarkeit von Zahlen oder Funktionen durch ein- 


ander wird das Symbol 


a" (a ist in 5 enthalten, 5 ist teilbar durch «), 


f 2 (a) (f(x) ist in g9(x) enthalten, 9(x) ist teilbar durch f(«)) 


verwandt. 

Zwei Zahlen oder Funktionen heißen der Teilbarkeit nach 
äquivalent, oder wenn kein Mißverständnis möglich ist, auch kurz- 
weg äquivalent, in Zeichen: 

amb, f(#) vg), 


wenn jede durch die andere teilbar ist. 


Bee 


Der größte gemeinsame Teiler zweier oder mehrerer Zahlen 
oder Funktionen wird durch 
(a, b), (a, b, i nn 
Fa, IR), (f(@) Rt 


bezeichnet. 


ni bedeutet die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als 


j- ist, 5 die größte ganze Zahl, die nicht größer als er ist. 


Eine ganze rationale Funktion von x, deren Koeffizienten irgend- 
einem Körper angehören, heißt normiert, sobald in ihr der Koef- 
fizient der höchsten Potenz von x das Einheitselement dieses Kör- 
pers ist. 

Durch = wird die Gleichheit, durch = die Kongruenz angedeutet: 


A =B p) heißt A ist gleich B für den Bereich von », 
A =B () „ A ist kongruent D modulo p, 
f(&) =9(&) (hi) „  f(&) ist kongruent g9(x) modulo k(z). 


Die Frage nach den Einheitswurzeln eines z-adischen Körpers 


ist von Hensel in seinen Aufsätzen in Crelles Journal, Bd. 146/7, 


die sich vorwiegend mit der multiplikativen Darstellung der 
x-adischen Zahlen befassen, eingehend untersucht worden. Das. 


Ergebnis hinsichtlich der Einheitswurzeln ist kurz folgendes (wobei 
in der Einleitung unter Einheitswurzel stets eine x-adische Ein- 
heitswurzel gemeint ist): 


Jeder x-adische Körper enthält eine Primzahl = von einer 


Ordnung e und einem Grad f, derart daß 
4) u E)E 


und die Norm von x in bezug auf den Körper X (p) der rationalen > = 


p-adischen Zahlen 
(1) NT DD) 


ist, während e.f den Grad des Körpers über K(p) nsibll Er 
enthält eine primitive p’--1-te Einheitswurzel H und kann sinn- 


gemäß durch K(H, x) bezeichnet werden. Jede Zahl A des Kör- 
pers K(H, x) läßt sich eindeutig in der additiven Normalform: 

0 0 2 
@)SA—H,a"+H, m HH 4 
darstellen, worin 


Hi = 


do 


a 


BER: Kar 


E: eine »/—1-te Einheitswurzel und H„ +1, H,+2, --. 2—1-te Ein- 


- heitswurzeln oder O0 sind. a, heißt die Ordnungszahl, d der Index 


BES; von A in K(H, x). 


Ist m irgend eine zu » teilerfremde ganze rationale Zahl, so 
enthält X(H, x) dann und nur dann eine primitive »-te Einheits- 
wurzel, wenn 


BER m 
Er" 8 = 
Ber ist. 

Um alle in X(H, x) vorkommenden Einheitswurzeln zu kennen, 


genügt es daher die Frage zu entscheiden: Gibt es in X(H, m) 


Einheitswurzeln, die zu einer reinen Potenz von p gehören, und 
wenn ja, welches ist die höchste Potenz von p, zu der eine yon 
diesen Einheitswurzeln BEDORL, Denn ist p* diese höchste Potenz 


Be; von p, so enthält X(H, x) »’(p’—1) verschiedene p’(p’ a -te Ein- 
g 4 heitswurzeln und keine andern. 


In den erwähnten Aufsätzen von Hensel findet sich eine Me- 


£ % x 'thode diese Zahl £ durch eine endliche Anzahl von Rechnungen zu 
bestimmen. Bedeutet % eine beliebige positive ganze rationale 


Zahl und wird 


En = wlp® 
E gesetzt, so kann K(H, =) eine primitive p"-te Einheitswurzel nur 
F = dann enthalten, wenn 3]; ist. Ist das der Fall und ist 


6) Br: CE} 


so ist eine primitive p*-te Einheitswurzel, wenn sie überhaupt 
existiert, eine Einseinheit vom Grad a, d. * sie hat « eine additive 


ee: i Normaldarstellung 


=.) M—=1l+RÄ+H.r +. (P) 
Br HF0 

und es ergibt sich nun, daß die Gleichung 

E ER: Y . k 


dann und nur dann eine primitive Lösung in X(H, x) besitzt, wenn 
der Körper eine Einseinheit vom Grad a enthält, die der Kongruenz 


Bo: | | k 
ee (7) | ef =1 (m'err+) (7 er 2 z 7 22 ap") 


Be: £ genügt. Da jede Einseinheit vom Grad a der Kongruenz 
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0», ee =1 er 


Bee li 
genügt, so.bleiben allein noch die (k—1)e+1 Kongruenzen 
(8) ET a a det 


zu befriedigen, und die Bedingungen ihrer Lösbarkeit enthalten 
gleichzeitig die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Existenz einer primitiven p*-ten Einheitswurzel in K(H, m). 

Geht man von den Kongruenzen (8) zu irgend einer den Kör- 
per K(H, x) bestimmenden Gleichung, etwa zur additiven Normal- 
stellung von —p 


(9) = H®#+Nue"t 0) 
über, so ergeben sich (k—1)e-+1 Kongruenzbedingungen für die 
Koeffizienten 

HH es; 


Hiermit ist die Frage, welche Einheitswurzeln ein x-adischer Kör- 
per enthält, theoretisch vollständig gelöst, aber in einer sehr un- 
befriedigenden Form. Ist k = 1, so wird (k-1l)e+1 = 1, und 
es bleibt nur eine Kongruenzbedingung übrig, nämlich 


(10) —-p=Hn (a), 


wo g und e durch »p —1 teilbar sein müssen, d.h. X(H, x) enthält 
dann und nur dann eine primitive p-te Einheitswurzel, wenn Index 
und Ordnungszahl von —p durch py—1 teilbar sind. Im Fall A —=1 
ist also die gestellte Frage bereits in der einfachsten Weise gelöst. 

Für k > 1 dagegen ergeben sich eine große Anzahl von Kon- 
gruenzbedingungen für die Koeffizienten H,, H/,,, ..., die schon im 
Falle der »°-ten Einheitswurzeln ein außerordentlich kompliziertes 
und unübersichtliches Resultat zur Folge haben, wenn man den 
hier angedeuteten Weg verfolgt. 

Die vorliegende Arbeit hat die Aufgabe, die angeschnittene 
Frage ganz allgemein für beliebiges % zu lösen, derart daß aus 
der additiven Normaldarstellung von —p inÄ(H, x) md.x“*' ohne 
weiteres abgelesen werden kann, ob X. (H, x) die p-ten Einheitswur- 
zeln enthält oder nicht. Die Lösung wird sich als die natürliche 
Verallgemeinerung des für k = 1 angegebenen Resultates darstellen. 

Die Arbeit ist in etwas anderer Form 1922 von der Marburger 
Philosophischen Fakultät als Inauguraldissertation angenommen 
worden. Die jetzige Fassung enthält inhaltlich erheblich mehr, 
während sie durch eine neue Grundlage und Vereinfachung der 
Beweise formal sehr gekürzt werden konnte. 

Im I. Kapitel wird durch Zusammensetzung des Kae R 


aller algebraischen Zahlen und des Körpers K(p) der rationalen 


p-adischen Zahlen eine Menge WM erzeugt, von der bewiesen werden 
kann, daß sie ein Körper ist, daß in ihr das Gaußsche Funda- 
mentaltheorem gilt und daß sie mit der Gesamtheit aller z-adischen 
algebraischen Zahlen identisch ist. 

Diese Menge DI ist nach Steinitz als ein kleinster algebraisch 
abgeschlossener Körper über X(p) zu bezeichnen. Man weiß durch 
Steinitz, daß man jeden Körper zu einem algebraisch abge- 
schlossenen erweitern kann, und daß dies beim Körper K(p) nach 
den Henselschen Sätzen durch eine abzählbare Menge von Ad- 
junktionen algebraischer Zahlen zu KX(p) möglich ist. Wenn man 
aber die Konstruktion einer kleinsten algebraisch abgeschlosssenen 
Erweiterung WM’ von K(p) in der von Steinitz angegebenen 
Form mit Hilfe algebraischer Zahlen ausführt, so enthält M’ nur 
solche algebraische Zahlen, die in X(1) irreduziblen Gleichungen 
genügen, welche gleichzeitig in X(p) irreduzibel sind. Es enthält 
daher M’ in der Gesamtheit der Wurzeln von rationalen in X(1) 
irreduziblen Gleichungen einen Teilbereich 7, der in irgendeiner 
Weise dem Körper $ aller algebraischen Zahlen eineindeutig zu- 
geordnet werden kann, es fehlt aber dabei die Angabe einer iso- 
morphen Zuordnung zwischen T und 8. Der hier konstruierte 
Körper M dagegen enthält den Körper S unmittelbar als Teil- 
körper in sich, d.h. es ist hier eine eineindeutige isomorphe Zu- 
ordnung zwischen dem Teilbereich ZT aller Wurzeln von rationalen 
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten in W und dem Körper & 
gegeben, bei der jede algebraische Zahl sich selbst zugeordnet ist. 

Gleichzeitig ergibt sich durch dieselbe Konstruktion, daß jede 
kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung WM’ von K(p) im 
Steinitzschen Sinn eine zu Wi äquivalente Erweiterung von K(p) 
ist, indem eine einfache eineindeutige isomorphe Zuordnung zwischen 
den Elementen von WM und M’ angegeben werden kann, bei der 
jedes Element von K(p) sich selbst zugeordnet ist. Eine solche 
isomorphe Abbildung von W’ auf M wird eindeutig bestimmt durch 
die identische Abbildung von X(p) auf sich selbst und eine geeig- 


.nete isomorphe Abbildung von T auf ft. 


Läßt man WM’ mit M zusammenfallen, so erhält man hierbei 
die sämtlichen isomorphen Abbildungen von Wi auf sich selbst, bei 
denen jedes Element von X(p) in sich selbst übergeht, und in 
eindeutiger und eindeutig umkehrbarer Zuordnung dazu die sämt- 
lichen isomorphen Abbildungen von $ auf sich selbst, bei denen 
jedes in p enthaltene Primideal eines Galoisschen Körpers über 
K(1) in sich selbst übergeht. 

Auch als Grundlage für x-adische Untersuchungen scheint mir 


ar 
die Konstruktion von M nicht ohne Bedeutung zu sein. Wenn 


(D em) 0. ip) 


eine beliebige Gleichung irreduzibel vom !-ten Grade über X(p) 
(>1) ist, so kann man unendlich viele Näherungsgleichungen 


(In) f.(@) = 0 


vom Grade / und irreduzibel in K(1) angeben, derart, daß wenn 
«” eine Wurzel von (I,) ist, K(«”, p) eine Wurzel von (I) ent- 
hält. Man kann, wie leicht zu zeigen ist, diese Funktionen f,(«) 
auch so wählen, daß alle X(«“’) von einander verschieden sind. 
Dann sind alle diese Körper K(«” 
von K(p). Die Frage aber, ob zwei von diesen Körpern gleich 
oder verschieden sind und ob ich ihre Elemente durch die ratio- 
nalen Rechenoperationen mit einander verbinden kann, ist hier- 
mit garnicht berührt. "ie ist entschieden nur in dem Fall, daß 
die beiden Körper derselben kleinsten abgeschlossenen algebraischen 
Erweiterung von K(p) angehören, was aber immer — wenigstens 


ohne eine ganz neue Definition — höchstens für ! unter den Kör- 


pern K(«“”, p) zutreffen kann. 


Der Körper M ist nun so konstruiert, daß er sämtliche Kör- 


per X («”, p) als Teilkörper in sich enthält, womit gleichzeitig die 
angedeuteten Fragen beantwortet sind. Es wird damit möglich, 
alle Methoden, die in der gewöhnlichen Algebra seit frühester Zeit 
verwandt werden, auch im Bereich der x-adischen Zahlen zu ge- 
brauchen. Speziell ergibt die Komposition zweier x-adischer Körper 
stets wieder einen eindeutig bestimmten x-adischen Körper, und 
jede x-adische Einheitswurzel ist einer eindeutig bestimmten alge- 
braischen Einheitswurzel gleich und umgekehrt und zwar gehören 
beide zum gleichen Exponenten. Gleichzeitig ist damit angegeben, 
wie von den unendlich vielen Wurzeln, die eine beliebige Gleichung 
(I) im Bereich der x-adischen algebraischen Zahlen besitzt, / von 
einander verschiedene ausgewählt und die übrigen diesen in be- 
stimmter Weise gleichgesetzt werden müssen, damit die Gesamt- 
heit der x-adischen algebraischen Zahlen einen Körper bildet. Jede 
solche Bestimmung kommt auf .die Wahl eines einstimmigen Zu- 
ordnungssystems von algebraischen Zahlen und in X(p) irredu- 
ziblen Gleichungen hinaus. Die Wahl eines festen Zuordnungs- 
systems ergibt den Körper WM. Die Menge aller möglichen ein- 
stimmigen Zuordnungssysteme ist nicht abzählbar, die verschie- 
denen einstimmigen Zuordnungssysteme stehen zu den in p ent- 
haltenen Primidealen algebraischer Körper in engster Beziehung. 


‚p) äquivalente Erweiterungen 
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: Im zweiten Kapitel wird die Theorie der ganzen Funktion 
einer Variablen in einem beliebigen w-adischen Körper entwickelt. 
Es handelt sich dabei zum Teil um spezielle Sätze der Bewertungs- 
theorie, wobei aber der von Kürschak geschaffene Begriff der Be- 
 wertung nicht ausdrücklich eingeführt wird. 

Das III. Kapitel enthält Anwendungen. Zuerst die allge- 
_ meine Definition der Primzahlen x-adischer Körper als Nullstellen 
 primitiver Funktionen von der Ordnung 1 und die Angabe der 
_ einfachten Definitionsgleichungen eines z-adischen Körpers. Dann 
die Konstruktion des x-adischen Körpers der p"-ten Einheitswurzeln 
K (ey, 9) durch die Formeln 


(11) et) 


„? +p2” = av” (p) ET Rz 
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worin allgemein x” eine Primzahl des x-adischen Körpers der p* 
ten Einheitswurzeln K (e,i, p) bedeutet. Dieser Primzahlzusammen- 
' hang ist der einfachste, der sich für die Körper 


(12) K(ey;, p) E 310.02% 


ELEND 


ETF EN, 


F 


angeben läßt. | 

Be Endlich werden die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
| ‚gungen für die Existenz der p'-ten Einheitswurzeln in einem. be- 
 liebigen x-adischen Körper in der folgenden Form angegeben. Es 
bedeute 


EI, 


ein beliebiges ganzzahliges Vielfache von e, und f eine beliebige 

positive ganze rationale Zahl. 

Läßt man x, alle möglichen Primzahlen von der Ordnung e 
und dem Grad f in allen möglichen »-adischen Körpern durch- 

laufen, so besteht in jedem solchen Körper K(n, x,), worin n eine 

primitive p’—1-te Einheitswurzel bedeutet, eine Kongruenz 


ke 
(13) =p = 2m =: ae), 
- | 


. worin 

| ee) 

ist, und zwar treten in (13) alle 

(14) N= (p—-1)""° 

möglichen verschiedenen Koeffizientensysteme (n,) auf, wenn &, 
alle Zahlen der bezeichneten Art durchläuft. Dann kann man 


ERETDAE, 


RE a 


unter diesen N Systemen durch eine endliche Anzahl rationaler 
Rechnungen genau 
“Mm _ @-De® 


15 ee 
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verschiedene Systeme 

(16) | (HEISS er ke) il 2585 au 


bestimmen mit der folgenden Eigenschaft: Der Körper K(n, &,) 
enthält die p"-ten Einheitswurzeln dann und nur dann, wenn in 
der Kongruenz (13) das Koeffizientensystem (n,) mit einem dieser 


= Systeme (n/”) übereinstimmt. Für k —= 1 gehen diese Bedin- 
| 


gungen in die bereits bekannten Bedingungen für die Existenz der 


p-ten Einheitswurzeln über. 

Damit ist die Frage nach den Einheitswurzeln eines z-adischen 
Körpers vollständig und in einfacher und übersichtlicher Form 
beantwortet. 
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I. Kapitel. 


Der Körper aller -adischen algebraischen Zahlen und 
das Gauss’sche Fundamentaltheorem. 


Sa 
Die bisberige Definition der z-adischen Zahlen und 
Zahlkörper und das Ziel der Untersuchung. 


Bezeichnungen. Im I. Kapitel werden unter Funktionen und 
Gleichungen stets ganze rationale Funktionen und Gleichungen 
verstanden. Funktionen mit rationalen Koeffizienten werden durch 


fo), 9@). ... ra), s@. :--, 


Funktionen mit rationalen p-adischen Koeffizienten durch 


f(z, p), 9, p), BER 
bezeichnet. 


Sei 
1) X +aX "+. +a_,c+a = 0 
eine beliebige rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten, die 
in K(1) und K(p) irreduzibel ist, und sei & eine algebraische Zahl, 


die ihr genügt. 
Dann bildet die Gesamtheit der Elemente 


(2) A= Ad"+A,e”+..+4A, (P), 


worin A,, A,,... A, beliebige Zahlen aus K(p) sind, einen alge- 
braischen Körper !-ten Grades über X(p), der nach Hensel ein 
x-adischer algebraischer Körper heißt und durch X(«, p) bezeichnet 
wird. Jedes Element des Körpers heißt eine w-adische algebraische 
Zahl. Jede x-adische algebraische Zahl A genügt einer eindeutig 
bestimmten irreduziblen Gleichung in X(p), deren Grad !’ ein 
Teiler von ! ist. Sie erzeugt durch Adjunktior zu K(p) einen 
algebraischen Körper !’-ten Grades über K(p), K(A,p), der ein 
Teilkörper von K(e«, p) ist. 
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In den vorliegenden Definitionen ist alles enthalten, was unter 
einer m-adischen algebraischen Zahl und einem x-adischen alge- 


braischen Zahlkörper verstanden werden kann. 


Salz 1: Die Gesamtheit der m-adischen algebraischen Zahlen 


bildet bei geeigneter Definition der Gleichheit und der rationalen 
Rachenoperationen für ihre Elemente einen Körper. 


Satz 2: Jede rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten, 


die zwischen irgend welchen algebraischen Zahlen der Größe nach 
(d.h. im Körper aller algebraischen Zahlen) besteht, gilt auch für 
' den Bereich von » (d.h. im Körper aller x-adischen algebraischen 
Zahlen) und umgekehrt. 

Satz 3: Im Bereich der z-adischen algebraischen Zahlen gilt 
das Gauß’sche Fundamentaltheorem, d.h. jede normierte ganze 
rationale Funktion von x, deren Koeffizienten x-adische. alge- 
braische Zahlen sind, läßt sich im Körper aller x-adischen alge- 
braischen Zahlen auf eine und nur auf eine Weise in normierte 
Linearfaktoren zerlegen. 


Der Beweis der Sätze 1—3 beruht auf einer Reihe von Hülfs- 
sätzen, die sich aus der Anwendung der Galois’schen Theorie 
auf die rationalen Funktionen in K(p) ergeben. 


82. 


Zwei Hülfssätze aus der Anwendung der Galois’schen 


Theorie auf den Körper K(p). 


Es bedeute K(«) einen Galois’schen Körper über X(1l), 
dessen primitive Zahl « der in X(1) irreduziblen Gleichung m-ten 
Grades 


(4) ae) = 


genügt. Es sei 
1) (2) = 9% 9), P)-.- gap) (P) 


die eindeutige Zerlegung von @(x) in irreduzible Faktoren, deren 
Grade mit m,, m m, bezeichnet seien und 


(1”) | G (x) = ( 8] («)) (x 5, (@)) »- .(® — 51% (@ )) 
die eindeutige Zerlegung von G (x) in K(«), worin 
(2) 5, (2) HE De (2), .ı. Sm (x) 


Funktionen von z in X(1) vom höchstens m —1-ten Grade sind. 
Unter («:s,.(«)) sei stets die zu (@:s,(e)) reziproke Substitution 
verstanden, für die also die Kongruenz = ST 
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®) 5,(,()) = 5.(5,(0) = 8 (G (a) 


besteht. Dann gilt der folgende 
Hülfssatz 1: Es ist “/ und die Funktionen g, (x, p), 9,(%,D), ... 
9.(2,P) haben alle den gleichen Grad 


(4) U —. 


Ist : eine beliebige der Zahlen 1,2,...a, und % eine beliebige der 
Zahlen 1,2,...m, so gilt stets eine Beziehung 
(&) (9:(5.@), pP), ER) = 91, P), 


wo i, eine bestimmte der Zahlen 1,2,...«a ist, uud zwar wird 
jede der Zahlen 1,2,...« bei festgehaltenem % für = 1,2,...a 
von i, genau einmal, bei festgehaltenem : für k=1,2,...m, genau 


mal angenommen. 
Ist i eine feste Zahl der Reihe 1,2,...a, so bilden die Sub- 
stitutionen s,, für die i, = i ist, eine Gruppe vom Grad — (die 


mit der Hilbert’schen Zerlegungsgruppe für ein in p enthaltenes 
Primideal ®%; identisch ist). 

Beweis: Aus der Irreduzibilität von @ (x) in K(1) ergibt sich 
zunächst, wenn % eine beliebige der Zahlen 1,2,... m bedeutet: 


(6) (Es), Ed) = E@) = (E(W), ER), 


d.h. G@(s,(z)) ist durch @(x) aber nicht durch G?(x) teilbar. 

Denn @(x) und G@(s,(x)) haben den Linearfaktor 2 — « gemein- 
sam, ihr größter gemeinsamer Teiler, der eine Funktion in X(1) 
ist, muß daher mindestens vom Grad 1, d.h. genau @(x) sein, 
also ist 

E10) 
6 (8.2). 
Dagegen ist gewiß nicht 
Go = 
G(5,®)). 


Denn sonst müßte 


G 
N erae)sile) 


' sein, wenn @’(2) und s,(%) die ersten Ableitungen von G(x) und 


s,(x2) nach x bedeuten. Dann aber müßte entweder 


@G'(s,(e)) = 0 
oder 
s{ed) = 0 


LO 


Straßmann. 


ni 
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sein. Beides ist unmöglich, weil « und s,(«) keiner Gleichung von 
niedrigerem als dem m-ten Grade genügen können. a 
Damit ist (6) oder die äquivalente Beziehung 


%) (Hasen, @@) = TI n@n @) 
i—=l1l | 


bewiesen. 

Nun folgt weiter, daß jede der a Funktionen 9,(s,(®), p) wenig- 
stens durch eine der Funktionen 9, (x, p) teilbar sein muß. Denn 
wäre etwa 9,(5,(&), p) durch kein 9,(&, p) teilbar, so wäre schon 


G(&) 


a—1l 


4 9,(8,(8), P) 


und die Anwendung der zu s, reziproken Substitution s, ergäbe 


se se), 


(Sy: (%) ) : 


u 9:(8,(5,.(@), 2) 


also 
a—|l 


LE 9), Et (ER), 


was mit der andern Beziehung 


a—l1l a—1 | 
11 9:(5.(5:.(@), P)) = ae 9%, p) =$ v (G(®)) 
offenbar in Widerspruch steht. | 
Aus (6') folgt ferner, daß jedes 9,(s,(x), 2) höchstens durch ein 
9,(%, p) und zwar nur in der ersten Potenz teilbar ist, und damit 
ist für jedes : der Reihe 1, 2,...«@ und jedes % der Reihe 1, 2,... m 
bereits die Gültigkeit von (5) bewiesen und gleichzeitig gezeigt, 
daß für festes % :, jeden der Werte 1, 2,...a genau einmal 
annimmt, wenn i die Reihe 1,2,... a durchläuft. 
Es seien jetzt ?,l zwei beliebige gleiche oder verschiedene 
Zahlen der Reihe 1,2,...a, und es bedeute [:, /] die Anzahl der- 
jenigen Substitutionen s,, für die in (5) ©, = ! ist. Dann ist 


(7) = m, 
Denn setzt man 
9.2, p) = a" + ET +. + 0%, 


so gilt für jede Substitution s,, für die ö, = ! ist, die Kongruenz 


Ber — 19 — 
y . r 3, SE 9: (81. (X), P) a (9), ) 


oder also eine Gleichung 


2 & (8 + Tr Om, = 1% @, P).9@ P), 


wo h(x,p) eine ganze rationale Funktion in X(p) bedeutet. 

RL Gäbe es nun m,+1 verschiedene Substitutionen s,, für die 
= u =rlist, 80 Enten die zugehörigen Gleichungen (8) als m, +1 
lineare Gleichungen für die m; +1 Unbekannten 1, C®, .. . O7, ange- 
sehen werden und die Auflösung mit Hülfe der Determinanten- 
theorie für 1 ergibt: 


H(&, 9).9,(&, P) 


1 Tessa) 


worin H(x, p) eine ganze rationale Funktion in K(p) bedeutet, 


= ® al 2629 =0 (aD), 
worin das Produkt auf der linken Seite von (9) über alle Zahlen- 
 paare k<% zu erstrecken ist, für die :, = !; = l ist. Es müßte 


daher an Lehe eine der Differenzen s, (@) — 5;(&) mit G(@) den 
Teiler g,(&, 9) gemeinsam haben, also da sie eine Funktion in X(1) 
= _ ist, durch @(@) teilbar sein, was nur für s,(@) = s;(@) also k— k 
möglich wäre. Also ist (9) unmöglich und mithin gilt die Be- 
 ziehung (7). - 

Läßt man nun s, alle m Substitutionen durchlaufen, so wird 


offenbar 
: [47 


& (10). me z' D I=a.m;, 


also | 
E . a.m ZZ a(lm +m,+ + m,), 
woraus infolge | 
5 m tm, + tm, = Mm 

folgt, daß in (10) überall das Gleichheitszeichen gilt. Es ist also 
er Miami en 


_ Die Verbindung von (4), (10) und (7) ergibt weiter, daß duch in 
| ai immer das ächheitizsiaheh gilt, also ist 


m 


(11) By=m- 7 


EL NE re 
D.h. in (5) nimmt bei festem © i, jeden Wert der Reihe 1,2,...a 


genau —-mal an, wenn k die Reihe 1,2, ... m durchläuft. 


Es sei endlich ; ein fester Wert der Reihe 1,2,...a, und es 
seien $,, sr irgend zwei Substitutionen, für die 


wet =% 
ist. Dann ist auch für die aus s, und s; komponierte Substitution 
5) =) (ER) 
IE Br 
Denn es ist nach Voraussetzung 


(9; (8, (X), 2), G’ (<)) Sr 9,(%, 2) 


und | 
(ER), 2) AR) = 9,0 P), 


also 
(9:(8.(5:2)), 2), @*(a)) = 9:5), P), FR), ER) 
= EP, FR) = Er. 
Also bilden die Substitutionen s,, für die 2, = i ist, eine Gruppe 
7. Ihr. Grad ist, 2: — Daß sie mit der Hilbert’schen 


Zerlegungsgruppe für ein Primideal ®, identisch ist, wird hier 
nur erwähnt, um auf den Zusammenhang zwischen der x-adischen 
Theorie und der gewöhnlichen Algebra hinzuweisen. Genauere 
Untersuchungen über die Galois’sche Theorie im #-adischen 
Körper können erst später veröffentlicht werden. 

Es sei 2. K(ß) irgend ein @alois’scher Körper n-ten Grades, 
über X.(1), der X(«) als Teilkörper enthält. 


(12) Ho 

sei die irreduzible Gleichung in X(1), der $ genügt, 

(12°) . Ha) = h,(@,p)h,(a,P)...h,(&P) (P) 

ihre Zerlegung in irreduzible Faktoren in X(p) 

(12°) He) = (@-1,)(@-1,()...(@-1,(B) 

ihre Zerlegung in Linearfaktoren in X(ß), wobei 
(= 4a)... (a) 


Funktionen vom höchstens n—1-ten Grade in K(1) bedeuten. 
Endlich sei | 


(13) e = e(ß) 


wo r(xz) ebenfalls eine Funktion vom höchstens » — 1-ten Grade ist. 


BAER > ce 


Hilfssatz 2: Es ist ©, und wenn man db — a.d setzt, so gilt 
für jedes © der Reihe 1,2,... a eine Beziehung 


(14) (.e@), pP), H’a)) = Mn, @P)..- i,(@ P) 

— .er@),P), HR) (9) 
worin ö,,ö,,.... i, verschiedene Zahlen der Reihe 1,2, ....b sind und 
für? = 1,2,...a jede Zahl jener Reihe genau einmal annehmen. 


Ist 5 irgend eine der Zahlen i,,i,,...i, und f(x, p) eine beliebige 


Funktion in X(»), so folgt aus 


(2, h,(z, p)| 
u ARE tie g A eleie), p) 


29 


und umgekehrt. 
Beweis: Zunächst folgt ähnlich wie bei Hülfssatz 1 


(GE), H’a) — Hl) 
Denn da 
Getzne— Sundern 0 


die Wurzel # gemeinsam haben und H(x) in K(1) irreduzibel ist, 


so gilt 
| ra). 
Andrerseits gilt gewiß nicht 
Hi 
"laoen 
Denn sonst wäre | 
H(& 
lee (2)).r’ (x), 


also- entweder. 

G (BG le) 0 
oder 

(8) — 0. 

Es müßte also entweder «@ einer Gleichung vom höchstens m — 1-ten 
Grade oder ß einer Gleichung vom höchstens n — 2-ten Grade, deren 
Koeffizienten nicht sämtlich verschwinden, genügen, was beides 
unmöglich ist. Also ist 


a b 
oo)  (Iaean,2@) = Ihnen 


Hieraus folgt zunächst für jedes ö der Reihe 1, 2,... a eine 
Gleichung 


DE IDAER 


d® 
(14) (g,(r (©), p), H’(x)) = I h,,(&,2) = (gi(r(@),P), H@) (D). 
= : 
Darin sind i,,ö,,... io d®” von einander verschiedene Zahlen der 
Reihe 1,...d derart, daß die «a Systeme (i,, .... 270) zusammen- 


genommen in gleicher oder veränderter Reihenfolge genau einmal: 


das System (1,...b) ergeben. Es ist daher stets d®” eine ganze 
Zahl Or und 


a . 

yır ad” = b. 

1 
Es seien nun ö und / zwei beliebige Zahlen der Reihe 1, 2,...a 
und s, eine Substitution, für die in (5) 2, = I ist. 


Durchläuft {(ß) alle zu ß konjugierten Zahlen, so durchläuft 
r(t(ß)) alle zu r(ß) = « konjugierten Zahlen, und es: gibt daher 
sicher eine Substitution — sie sei mit Z, bezeichnet — für die 


r.(t,(B)) = $; (€) ER s.(r (P)), 
"(4(0) = srl) (Hl) 


ist. Dann ist auch | 


und die Anwendung von B auf (14') unter Benutzung von Hülfs- 
satz 1 ergibt, daß 


(9; (r (bu (2)), p), H(t, (%)), H(z)) 3 (9; (5; (r (x), p), H(z)) 
d® da ER 
FE (I, hi, (b. (@), p), Aa)) — Il Ri) (X, pP) (2) 


==H 


also 


ist, während andrerseits 


(9:(8,(r @), 2)), ZH@) = 9 (@), P), Er @)), HR) 
dd) 
— (9(r(@),»), H@)) = ; ha») (M 


le 
ist. Hieraus folgt unmittelbar 


RE, 
dd ed und Dre de, 
1 


Ist jetzt i irgend eine der Zahlen 1,2,...«; j irgend eine der 
Zahlen i,,...:, und f(x, p) eine beliebige Funktion in X (p), für die 
9:®, 2) 
If, ») 

gilt, so ist 


Kyi 

u, 4 
Aue, Nm Yartındz 
BR N 


} Er 


ET 


9: (@), P) | h,(&, p)| 
f nt Inf (2), P), 
‚also 

h,(@, P)| 

fr (&), p). 
Ist umgekehrt nur bekannt, daß 
h,(&, p)! 

Fer), P) 


ER so haben 9,(r (x), p) und f(r(x), p) einen Teiler von positivem Grad 


voor u ee eo. # “ v Bu a 2 A 
Wi Lang an BR ERTL . _ Le mi ee Bun, 
’ . “ L \ A 


gemeinsam, das Gleiche gilt daher von 9,(2,P) und f(x, p) und 
‚daraus folgt wegen der Irreduzibilität von 9,(&,p) in K(p) 


9,(®, P) 
et ») w. z. b. w. 
83. 
Die Zuordnung Yn|9y,% p) und der durch sie erzeugte 


Körper X(y,,p) für ein einzelnes n. 


Es seien die sämtlichen algebraischen Körper über X(l) in 
irgend einer abgezählten Anordnung mit 


=): K(e) De 
bezeichnet, und es bedeute | 
(2) Bier el, 2, 9%, 


die in X(1) irreduzible Gleichung, der «, genügt. 

Für jede beliebige positive ganze rationale Zahl n ergebe die 
Adjunktion der sämtlichen Wurzeln der ersten » Gleichungen (2) 
zum Körper K(1) den Körper X,. y, sei eine primitive Zahl von X, 


(8) G.(&) = 0 
die Galois’sche Gleichung »m,-ten Grade in X(1), der y„ genügt, 
(3) G,@) = 9 (@,P).9 (8, P)-.:90,&P) (P) 


ihre Zerlegung in irreduzible Faktoren in X(p) in beliebiger An- 
ordnung. Nach Hülfssatz 1 haben die Funktionen auf der rechten 


Seite von (3’) alle den gleichen Grad —, der mit c, bezeichnet sei. 


Es bedeute ferner y, eine beliebige der Zahlen 1,2,...a, und 
es seien mit 


(4) s.(2) = %.8,(&), ... 86,(%) 


diejenigen c, Funktionen vom höchstens m, — 1-ten Grade bezeichnet, 


BT 


für die nach Hülfssatz 1 


(5) (93.5: @),P), 5) = gm (©, P) (P) 
ist. Ich betrachte dann diejenige Menge M,, deren Elemente die 
Form 


(6) h(&, &; Ei &, P) 


haben, worin / eine beliebige nicht negative ganze rationale Zahl, 
&, &, «.. & beliebige Zahlen des Körpers X (y,) und h(&,, %,, :-- %, P) 
eine beliebige ganze rationale Funktion der / Veränderlichen «,, «,, 

.x, mit rationalen p-adischen Koeffizienten bedeutet, unter den 


TE TEE 


Iinendet Bestimmungen: ; 

Sind u 
(7) eh; (Pu) De : 
irgend welche Darstellungen der &; als ganze rationale Funktionen 4 
von y, mit rationalen Koeffizienten, so setze ich ; 
(8) h (&,; &,, . ©, p) IF h (h, (Yu), h, (I) ge h, (Yabı p) (p) E 
‚Der Zahl y, ordne ich die in X(p) irreduzible Aue c,ten E 
Grades | 3 
(9) ya) =09 (D ; 
zu, in Zeichen: : 
(9) NEN, 3 
und definiere allgemein e 
(10) fd —=0 
dann und nur dann, wenn 

9y,@ P)] 

2 If(&, ») 
erfüllt ist, und entsprechend 
(11) fo.) = fm) (W) 
dann und nur dann, wenn | 

Iy, (@, 2 E 
(11) f(&, P)—f(®, p) 
ist. 


Hierbei bedeuten A, f,f völlig willkürliche Funktionen der 
betreffenden Variabeln mit Koeffizienten aus X(p). 
Addition, Subtraktion und Multiplikation werden für die Ele- 


NT Y schau 
SET EEE HE 


ee 


DIESEN a ac a ae a an Hr N an ea ala ar 
e , a li 
‚ % 


ara; Fire % 
u 4’, PT 
u TALK 


IHR 


mente der Form f(y,, 7) rein formal definiert, die Division, soweit 
möglich, als Umkehrung der Multiplikation erklärt. 
Unter den gemachten Voraussetzungen gilt der 


Hülfssatz 3: Die Elemente der Menge W, bilden einen Körper 
c„.ten Grades über X(p), der mit X (y,, p) bezeichnet wird. ‚Jedes 


"Element des Rörpers genügt einer in X(p) irreduziblen Gleichung, 


die in X(y,,p) in Linearfaktoren zerfällt. Jede rationale Glei- 
chung mit rationalen Koeffizienten, die zwischen Zahlen des Kör- 
pers K(y,) besteht, gilt auch im Körper X (y,, p) und umgekehrt. 


Beweis: Zufolge der Zuordnung (9), (9) und der Definitionen 
(10)—(11’) bildet die Menge der Elemente 


(12) | (9) 


einen Körper c,-ten Grades über X(p), der dem Kongruenzkörper 
aller md. g,, (x, p) ganzen rationalen Funktionen von x in K(p) 
einstufig mbrph ist. Jedes dieser Elemente läßt daher eine nor- 


mierte Darstellung in der Form 


= _2 
(3) fo, M = Ga HOT et- +0, (m 


zu, worin 0, (,. . ©., eindeutig bestimmte Zahlen aus A(p) sind. 
Zufolge (8) wird eder Element der Menge einem und nur einem 
Element der Form (12) gleich. 

Denn es gibt zwar für jede Zahl s, aus X (y,) unendlich viele 
Darstellungen als ganze rationale Funktionen von y,, aber sind 


(14) | = hp); 
(14) EETTZ h; (9) 


irgend zwei verschiedene Darstellungen für jedes der 5, als ganze 
rationale Funktion von y,, so daß nach Definition 


Ta 


(15) h (&, €, ar Re €, P) I: h (h, (P2) h, (Y.); En ya) p) (p) 


und 
(15) h (2; €), ee; 72) p) zZ h(k, (In); h, (Ya); a hp); P) (2) 
ist, so muß allgemein für «© = 1,2, ...! 


w @F 
> h,(y,) FE h; (7) also b ua) Ir? h,(&) 
d.h. gewiß 


si 


9 AB (x) h (a) 


sein. Dann aber wird 


BB Yo 


h(h, (0), h,(®), ... hy), pP) —h(h, (a) hm), ... hy(@), P) 


" 2 
ee: 2 R,(@, pP) (ha) ha) (DB) 
worin die R,(x, p) ganze rationale Funktionen von x in X(p) be- 
deuten. Es wird daher = 
a 


(8 En RE & | 
Mr, h,@), ... hl), pP) hlh,a), h,(@), - .. Rıl@), P)) 
also nach Definition (11) (11’) die Zahlen auf der rechten Seite von 
(15) und (15’) einander gleich. | 
Also bildet die Menge W, einen Körper, er werde K(y,,») 
genannt. In K (y„») gilt die Zerlegung 


16) 9, @P) = Wr) 1) (5) (DM: 

Denn die Gleichung | 

9) 9,,@ pP) = 0 | 
hat nach Definition im Körper X (y,,p) die NOSEnE Yu iu die 


Lösungen 
s.(Yn)) Keine 


weil nach Voraussetzung für alle k = 1,2,...c, 


{A 


(n) 


Iy, a, y,8:(@), ), 2) 


gilt, und diese Lösungen sind nach dem zu Hülfssatz 1 gegebenen = 
Beweise alle von einander verschieden. | 
Hieraus folgt, daß die symmetrischen Funktionen der 


dA s.(9,) = 1,2. 


mit Koeffizienten aus ÄX(»p) sämtlich rationale p-adische Zen 
sind. Ist daher 


(18) he, &9+..,8,P) = Run) (P) 
eine beliebige Zahl aus X(y,, p), so wird das Produkt 
. Cy | 


eine Funktion in X (p). 
Bringt man die c, Funktionen 


R(s,(@), ») .k= 1, 2, SE Ca 


a a 


RENT 


TER 


EM ER 


er» 


Sur 

.. 

nt 
» 


# 

: 
2 
2 
se 
BL 
4 
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E 
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auf ihre reduzierte Form 


R,.(&, p) Kerl arı 
md. 9, (@, p), sodaß 
(20) Rs, W)=R@n) (Wa) A-1412... 
ist, und wählt man die Bezeichnungsweise so, daß 
2,1", Bere tape, (&,p) 


die sämtlichen von einander verschiedenen unter den ce, Funktionen 


R,(x, p) bedeuten, so besteht für jedes k = 1,2,...c, eine Kon- 
gruenz 


(22) R(s,(@,p)= R(&p) (9, p)) 
wo l eine der Zahlen 1,2, ...d bedeutet. 
Die Gruppentheorie ergibt nun sofort, weil allgemein 
9, (8.(@) ‚2 —( (a x, p)) 


ist, daß die Gesamtheit derjenigen Substitutionen s,, für die =1 
ist, eine Gruppe bilden. Ist ihr Grad a, so folgt weiter, daß es 
für jedes /, aus der Reihe 1,2,...5b genau a Substitutionen s, gibt, 


für die = |, ist, d. h. daß die Kongruenz (22) genau a Lösungen 


besitzt. Der Übergang zu den Zahlen ergibt, daß die b Zahlen 
ei) R(v. p) =R (5, (Ya) 2) (K( (Ya p)) = 1, 2, ed 


alle von einander verschieden sind und daß unter den Zahlen 


(22) R(s (Yu); P) RE REN 


genau a den Wert R,(y,,») haben, wenn / eine beliebige der 
Zahlen 1,2,...d ist. Es folgt daher aus (19) 


er b AG 
9) T@-R6 m) = ( I @- Run. D)- Fan) W 


und weiter, daß 
b 
(23) ee pP) = f@P) (P) 


eine Funktion in X(p) sein muß, weil ihre a-te Potenz eine Funk- 
tion in K(p) ist. Ferner ist f(z,p) in K(p) irreduzibel. Denn 
es ist 


f(RWD,P) = f(RWn PP) =0. (m 


also 
(n) 


Au rn, p), P)' 


VEFRORT 


Wäre nun fi, p) zerlegbar und f(x, p) derjenige irreduzible Faktor 
von f(x,p) in K(p) für den 


9, 
. r (R(&, P), P) 


ist, so wäre auch 


9y,® Dr 
F(R(s.(), P), P). 
Die Gleichung 
fan) =0 
hätte also in X (y,,p) die db von einander verschiedenen Lösungen 
R(s(y)P) = Rap)  (P) 1=1,2,...b 


und f(x, p) müßte daher durch f(x, p) teilbar sein, was zu einem 
Widerspruch gegen die vorausgesetzte Zerlegbarkeit von f (x, p) in 
K(p) führt. Es ist daher 


b 
(23°) f(&,p) zu N =0 


die in X (p) irreduzible in X(y,,p) in Linearfaktoren zerfallende 
Gleichung, der R(y,,») genügt. Aus dem Beweis erhellt gleich- 
zeitig, daß sie die einzige in K(p) irreduzible Gleichung ist, der 
R(y,, P) genügen kann. 

Es seien weiter wieder 


(7) =, (Yn) = 1; 2, nl 
beliebige Zahlen aus K(y,) und 
(24) R, (& Ey eo. &)) = 0 


irgend eine rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten, der 
sie genügen. Dann muß 


(24') R,(h, (9) h,( (Yn)ı se ae ya 0 
sein, also 
G,(2) 
2 In, 1, (Rule) 
Dann aber gilt auch 
j 9 y.(® (X, P) 
Ge en Ale). le) 


also nach unserer Definition 


e: Bl.) =0 (m). 


Gilt umgekehrt (27), so ist 


(27°) R, (h,( Yu) h tn); a4 % ht Yn )) m 0 


es gilt also auch (26’) und es ist somit R,(h, (2), h,(&), ».. h,(x)) 
eine Funktion in X(1), die mit der in X(1) N Hanktion 
@,(x) einen Teiler von positivem Grad gemeinsam hat, also durch 
sie teilbar sein muß. D.h. es besteht (25) und daraus folgt (24) 
und mithin (24). Hiermit ist Hülfssatz 3 vollständig bewiesen. 


Ss 4. 
Das einstimmige Zuordnungssystem y,,9,.(@,p) und die 
KörperreiheX(y,,p) fürn =1,2,3 


Ich bilde jetzt der Reihe nach alle Körper 
(1) | K(y., P) n—=1,2,3,... 


durch Festlegung der Zahlen y, in der folgenden Weise: Für jedes 
n ist K(y,) in K (y„.„.) enthalten. Es sei 


(2) In Zst (Par) Nn= 1, 2, 5, ... 


al r„(&) eine ganze rationale Funktion von & vom höchstens 
— 1-ten Grade in KX(1) bedeutet. 
Dann ist nach Hülfssatz 2 


Ny+ı 


eine positive ganze rationale Zahl und es ist 9y,(r „(2), p) durch 
genau d, Funktionen aus der Reihe 


(N) P) :-- Ian, P) 
teilbar. 
Ich wähle y, willkürlich aus der Reihe der Zahlen 1,2, ...« 
und N wenn für irgend positives » y, aus der Reihe der 


Zahlen 1,2, ... a, schon bestimmt ist, %,,, so aus der Reihe der 
Zahlen 1,2,...a,,,.daß für jedes n = 1,2,3,. 
A 
3 Yn ‚@ Pa N 
) RG 


gilt. Eine Reihe von Zuordnungen 


(rn) 


(4) Yud$ 9,,%; p) n=1,2,3,... 


für die die Beziehungen 3 erfüllt sind, nenne ich ein einstimmiges 
Zuordnungssystem. Im einstimmigen Zuordnungssystem gilt der 


TER 
Hülfssatz 4: In der Reihe der Körper 
1) K (Ps P) n—1,2,3,... 
ist jeder Körper K(y,, p) in allen folgenden als Teilkörper ent- 
halten, Gilt für irgend welche Elemente aus K (y„,p) eine Glei- 
chung in K(y,. 9) S 
(5) Rh, (&, €, 2 E70 p), hie; Saar 7, p), nt en 5 Be p), P) 
=.0 (p), | 


so gilt dieselbe Gleichung in allen folgenden Körpern 

(6) Kyn,p) "„>n 

und in allen vorhergehenden Körpern 

Be Kon) nn 

in denen die Elemente 

(7) NE Ze p) erg 

sämtlich enthalten sind. Dabei bedeutet R(,,... 2,,p) eine ganze 

rationale Funktion von &,,.... &, mit Koeffizienten aus X(p). 
Beweis: Ich betrachte zwei aufeinanderfolgende Körper 


K (pn; P); IP p) 


und nehme an, daß &,...&7, & +. Ep»... & ,...8, sämtlich in 
1 I 


(i—1) 


K(y,) liegen. Drückt man dann g,, e E), als ganze rationale 


Funktionen von y, mit rationalen Koeffizienten aus, ohne irgend 
welche Reduktionen vorzunehmen, so gilt in X (y,,p) eine Glei- 
chung 


(8) kih, ee ei Pp), h, e = = &,, RS (2 Ti &,D) 2), P) 


—= SP) (M) 
während in X(y,,,, p) die Gleichung 


(9) BR (h, Bar &7,° p), h, (&; ... en, PD), ».. Ale ‚(E FG ... a: p), P) 
zen Yan) p) on 


gilt. 

Nun ist aber die Gleichung in X(y,, pP) 
(10) SP) =0 () 
mit 


(10') I® 2 eh 


ER ER 
und die Gleichung in X (p„.1, P) 
11) SW) = 0 (M) 


mit 


’ 
in 


ia ET N u Aa RE Er. eg u, 4 
A vr IN 2 r ; 
f f . ar r 


PS a, p)/ 
BEE 18a), p) 
gleichbedeutend. 

Nach Hülfssatz 2 ist aber von den Beziehungen (10’) und (11) 
jede eine Folge der andern. Also besteht die Gleichung (5) ent- 
weder in beiden Körpern X (y,, p) und X (y,.,, p) oder in beiden nicht. 

Daß die Zahlen aus X (y,,p) rein formal sämtlich in X (y,..,») 
enthalten sind, ist selbstverständlich. Aus dem eben gegebenen 
Beweise folgt jedoch, daß alle Gleichungen, die in X(y,, p) gelten, 
auch in A(y,,,, 2) bestehen bleiben und daß somit X(y,,?) in der 
Tat ein Teilkörper von X(y,,,) Ist. 
| Hiermit ist die erste Behauptung von Hülfssatz 4 bewiesen, 
- und auch die zweite für n" >n und n’<n, sofern die Elemente 
(7) in den in Frage stehenden Körpern KX(y,,p) und K(y,,p) nur 
dann auftreten, wenn die algebraischen Zahlen s&,,... > in den 


ih a 
4 N 


nr da 
ua! 


WERT: 


entsprechenden algebraischen Körpern X (y,) und K(y,) vorkommen. 
Das gilt nach der bisherigen Definition der Elemente von X(y,, p), 
doch diese Definition bedarf hier, wo die ganze Körperreihe (1) 
ins Auge zu fassen ist, noch einer Erweiterung. 

Es mögen ! und h(&,,%,, ... %,,») dieselbe Bedeutung haben 
wie in $3 und z,, &, ... & beliebige algebraische Zahlen sein. 

In der Reihe 


(12) K, = K(y,) n=1,2,3,... 


sei K(y„) der erste Körper, der alle / Zahlen se, ... &, enthält. 
Dann ist 


(8) hl, 8.8.2) = Rlyn,;P).  (P) 


eine Zahl in X(y„,7) nnd genügt einer eindeutig bestimmten in 
K(p) irreduzibeln Gleichung 


b 
(14) f&p = LOSE (2) =09 


nt SERIE EUR 


die in K(y„,?) in Linearfaktoren zerfällt. Es kann sein, daß das 
Produkt in der Mitte von (14) aus einem einzigen Linearfaktor 
xz—Ü besteht, worin C eine rationale p-adische Zahl ist. Dann 
gilt in X(y„,7) die Gleichung 


(15) hey... )= RW M)=C 


Er. Ka AR 
| 


r 


ER 
und diese muß bereits in X(p) und in allen Körpern 
(1) KW,Pp) w=41,2,3/,. 


als erfüllt angesehen werden. In diesem Fall liegt also h (2, &,, ... &,2) 
bereits in K(p). | | 

Es kann aber sein, daß b>1 ist. Daun gibt es in der Reihe (1) 
einen ersten Körper K(y,,, p), in dem (14) in Linearfaktoren zerfällt. 

Ist 2, = n,, so ist nichts neues zu sagen. | 

Ist n, < n,, so besteht in K(y„,,?) eine Zerlegung 


b 
(16) f (©, P) = 11 @ 3m) (2) 
Nach dem schon geführten Beweis gilt dieselbe Zerlegung in 
K(yn,,P). Da (14) im Körper K(y„, p) nicht mehr als 5 Wurzeln 
besitzen kann, so stimmen die Linearfaktoren in (14) und (16) in 
irgend einer Reihenfolge miteinander überein und man kann also 
die Bezeichnungsweise so wählen, daß 


R, (YPn.: »)=8, (Ing: ») ®) 
in K(y„,») wird... Es besteht daher in X(y„,») eine Gleichung 


(17) h (&, Eye. & p) FE I (In, p) (2) 


und diese muß bereits in K(y„,?) und in allen folgenden Körpern 
der Reihe (1) als erfüllt angesehen werden. 

h(&,, 85 ---&,P) wird also hier eine Zahl von K(y,,,P)- 

Einem früheren Körper kann sie aber nicht angehören. Denn 
gehörte sie dem Körper K(p) oder einem Körper XK(y,) m <n, 
an, so würde entweder f(x,p) in K(p) in Faktoren niedrigeren 
Grades zerfallen, was der Voraussetzung über f(x, p) widerspricht, 
oder es müßte die Gleichung (14) in X(y,,,?) eine Lösung besitzen, 
also nach Hülfssatz 3 in X (y„,. 7) in Linearfaktoren zerfallen ent- 
gegen der Voraussetzung über K(y„,»). D.h.: 

Der kleinste unter den Körpern 


K(p), K(y., P) n=1,2,8,... 
in dem: f(=.p) in Linearfaktoren zerfällt, ist gleichzeitig der 
kleinste unter ihnen, dem A(&,, &, .-. &, p) angehört. 


Auch für diese neue Definition bleibt Hülfssatz 4 bestehen. 
Denn es möge jetzt K(y,,) der kleinste der Körper (12) sein, 
in dem alle | 


! ' d-1) d-1) 
€ oe... des € ... E- oo. € ... € 
1? 12 2 BY 1 )) ], 


enthalten sind. Sind dann die Elemente (7) alle in X(») enthalten, 
so bestehen in K(pn, p) die BERRe 


18) N AR 


und diese definieren die Elemente (7) in K(p) und in allen Kör- 
pern (1). Dann wird aber gleichzeitig 


BIER hl, a: DEREN GE D) Hp) 
in K(p) und allen Körpern 

K(y,,P) eh a ER 
Die Gleichung (5) gilt daher in allen und nur den Körpern, in 
denen 
(20) R(C, CD) =0 () 


ist, d.h. entweder in X(p) und allen Körpern der Reihe (1) oder 
in keinem einzigen dieser Körper. 

Sind dagegen die Elemente (7) nicht alle in X(p) enthalten, 
und ist X(y„,,?) der kleinste Körper der Reihe (1), der sie alle 
enthält, so bestehen in X (In: p) eine Reihe von Gleichungen 


(18) Em.) =)  (P) i=12,...l 


und dieselben Gleichungen definieren die Elemente (7) im Körper 
K(y„,,p) und in allen größeren Körpern der Reihe (1). Dann 
aber ist weiter 


AI) RC. hlemd, 248,32) = Re. Slam DI» 2)  (D) 


in K(y„,p) und allen größeren Körpern der Reihe (1). 


Die Gleichung (5) gilt daher in allen und nur den Körpern 
der Reihe (1) in denen 


(20') R(...8,(9n, 2); ne =0 


ist. (20’) gilt aber nach dem bereits geführten Beweise entweder 
in K(y„,„») und allen folgenden Körpern oder in keinem von ihnen. 


Hiermit ist Hülfssatz 4 endgültig bewiesen. 


85. 


Der Körper MW aller m-adischen algebraischen Zahlen 


und das Gauß’sche Fundamentaltheorem. 


Ich fasse jetzt unter der Voraussetzung eines beliebig ge- 
wählten, aber dann ein für allemal es alench einstimmigen 
Straßmann. 


Zuordnungssystems 

(1) Yu | 99. (2, P) n123,. 
die Gesamtheit der Körper 

(2) K(y,; P) n— 12 


ins Auge, d.h. ich’ betrachte diejenige Menge M, deren Elemente 
die Form 


(3) Ne, 2) 


haben, worin /,g,,...,& und h(z2,,%,,.-.,%,9) dieselbe Bedeutung 
wie in $ 4 haben. | 

Jedes Element der Menge WM gehört gewiß einem Körper der 
Reihe (2) an, da es unter den Körpern X, jedenfalls einen ersten 
K(y„,) gibt, der die Zahlen &,, ,, ...,.&, enthält. 

Sind h(&,&5..,8,P) und h(e,&,...,€,p) zwei. beliebige 
Elemente der Menge Dt, die dem Körper K(y„,,p) angehören, so 
definiere ich 


4) _ Aleyen.-»&n2) = hlen&n.-„E,PD) pP) mM 

wenn dieselbe Gleichung in X(y,„, 2) besteht. Summe, Differenz, 
Produkt und Quotient der beiden Zahlen in W wird gleich der 
betreffenden Größe in X(y,,,p) definiert. 


Hülfssatz 5: Die so definierte Menge M bildet einen Körper 


Beweis: Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
mit Ausnahme der Division durch OÖ sind in M unbeschränkt und 
eindeutig ausführbar und genügen denselben 5 Grundgesetzen, die 
sie in X(1) erfüllen, weil das Gleiche für jeden einzelnen Körper 


Hülfssatz 6: Jedes Element der Menge M genügt einer ein- 


deutig bestimmten in Ä(p) irreduziblen Gleichung, die. entweder 
linear ist, oder in einem ersten der Körper (2) in Linearfaktoren 
zerfällt. Jede rationale Gleichung, die zwischen algebraischen 
Zahlen der Größe nach besteht, gilt auch im Körper W und um- 
gekehrt. N 

Beweis: Jedes Element der Menge M und jede endliche An- 
zahl algebraischer Zahlen gehören einem Körper X (y,,p) an. Da 
die Aussagen von Hülfssatz 6 in X(y,,p) bereits bewiesen sind, 
gelten sie nach Definition auch in M. 

Hülfssatz 7: Der Körper M enthält den Körper $ aller alge- 
braischen Zahlen und jeden x-adischen algebraischen Körper als 
Teilkörper in sich. 


Beweis: Rein formal treten in M alle algebraischen Zahlen 
auf, es bleiben aber auch alle Gleichungen, die in $ gelten, in M 
bestehen, sodaß & als Teilkörper von M betrachtet werden kann. 

Ferner enthält WM rein formal alle x-adischen algebraischen 
Zahlen. Denn jede x-adische algebraische Zahl hat die Form 


(8) 9(«, P) 

worin g9(&,p) eine Funktion von x in K(p) und « eine algebraische 
Zahl ist. Alle Gleichungen zwischen Zahlen eines x-adischen 
Körpers K(«,p) bleiben aber auch in M bestehen. Denn nach 
der eingangs gegebenen Definition ist K(«,p) nur dann ein r- 


adischer algebraischer Körper, wenn die algebraische Zahl « einer 
in K(1) und X(p) irreduziblen Gleichung 


(6) f@) = +++, = 0 


genügt. Alle Gleichungen, die in K(«,p) bestehen, sind dann 
Folgen der einen Gleichung 


(6°) fe)=0 ). 
Nun aber besteht die Gleichung (6) auch in W. Denn sie gilt 
gleichzeitig in und alle Gleichungen, die in fl gelten, bleiben 
auch in M bestehen. Alle Gleichungen für die Elemente y(«, p), 
die im Körper K(«,p) aus ihr gefolgert werden können, gelten 
daher auch in M. 

Also ist X(«,p) als Teilkörper in M enthalten, w.z.b. w. 


Hülfssatz 8: Jede in X(p) irreduzible Gleichung besitzt in 
M genau soviel Lösungen als ihr Grad angibt und zwar sind diese 
Wurzeln sämtlich x-adische algebraische Zahlen. 


Beweis: Es sei 
b 
(7) fan) = a+NCe"—=0 >1 
1 


irgend eine in K(p) irreduzible Gleichung. 
Ich betrachte dann statt (7) die Gleichung 


(8) ap) = «+ a Pla —=0 


wo «a als die kleinste nicht negative ganze rationale Zahl gewählt 
ist, für die alle Koeffizienten p”C, ganze Zahlen aus K(p) sind. 
Be) f@p) = p”fo"nP) 


zerfällt in jedem Körper in genau ebensoviel irreduzible Faktoren 
3*+ 


ee 


von den gleichen Graden wie f(x, p), ist daher speziell in X(p) 
irreduzibel. Die Diskriminante D(f(x,p)) ist daher eine ganze 
von OÖ verschiedene rationale p-adische Zahl, ihre Ordnungszahl in 
K(p) sei d. Ist dann 


(10) dt +. t+,=fop  (*) 


der d-te Näherungswert von f(x,p) in K(p), so ist auch f,(») 2 
K(p) irreduzibel (vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen 
S. 66-71) also 


(10°) a re et) 


eine in X(l) und X(p) irreduzible Gleichung. 

Ist «, eine ihrer Wurzeln, so ist X («,,p) ein x-adischer alge- 
braischer Körper, in dem sich von /,(&) und daher auch von f(x, p) 
ein Linearfaktor abspaltet, wie sich ebenfalls aus Hensel, Th. d. 
alg. Z., S. 66— 71 ergibt, wenn man die dort auf X(p) angewandten 
Schlüsse auf den w-adischen algebraischen Körper X («,,p) an- 
wendet. Das Gleiche gilt dann aber auch von f(x, p), -d.h. die 
Gleichung (7) besitzt in K(«,,p) eine Lösung g(«a,,p), worin g9(z, p) 
eine ganze rationale Funktion in K(p) ist. Wie bereits bewiesen, 
besitzt (7) dieselbe Lösung in M. 

Es seien nun @,«@,...«, die Wurzeln von (10) in 8 und es 
sei X(y„,) der kleinste der Körper K,, der @,@,...«, enthält. 


Dann gilt in K(y„,p) die Zerlegung 
(11) fe) = @-W)@-@)..@-m) (P). 


Jede symmetrische Funktion der &,«,...«, mit Koeffizienten aus 
K(1) bezw. K(p) ist daher in X (Yn,, P) einer rationalen bezw. einer 
rationalen p-adischen Zahl en Hieraus folgt, daß das Produkt 


(12) (€ 9(e,P)) (2 —9 le, P )) + (2 9, 2)) 
dessen Faktoren sämtlich in En p) liegen, einer Funktion in 
K(p) gleich wird, die mit F(x,p) bezeichnet sein mag. Da die 
Gleichung (7) in K (Yn, P) ebenfalls die Lösung g(a,») hat, so 
haben die Funktionen in K(p) f(&,p) und F(x,p) in K(p,.P) 
wenigstens den Teiler 2&— 9(«,p) gemeinsam. Ihr größter gemein- 
samer Teiler in K(y,,p) hat also mindestens den Grad 1. Da 
er durch rationale Rechenoperationen gefunden werden kann, muß 
er eine Funktion in K(p) also mit der in X (p) irreduzibeln u | 
tion f(x, p) identisch sein. Es Diet somit 


a fire Bin 


I iz 
d.h. in K(y„,p) gilt die Zerlegung 
13) fP) = @- 91, pP) @—=9(@,P))...(@— 9, P)) (P) 


und die gleiche Zerlegung Si natürlich in allen größeren Körpern 
K(y,„p) und in M. 


Daß die Zahlen g(«,,»), 9(«, P),.--9(&,.2) alle von einander 
verschieden sind, folgt aus der Irreduzibilität von f(«,p) in K(p). 
Denn wären zwei einander gleich, so hätte ja f(x, p) mit f'(x, p) 
einen Teiler gemeinsam, wäre also gewiß nicht irreduzibel in K (p). 

Die Gleichung (7) besitzt also in M wenigstens soviel Lösungen 
als ihr Grad angibt. Mehr kann sie in WM nicht besitzen, da M 
ein Körper ist. Ihre Lösungen sind sämtlich m-adische algebraische 
Zahlen. Damit ist Hülfssatz 8 bewiesen. 

Hülfssatz 9: Der Körper M ist mit der Gesamtheit aller 
zx-adischen algebraischen Zahlen identisch. 

- Beweis: Nach Hülfssatz 7 enthält M alle x-adischen alge- 
braischen Zahlen. Nach Hülfssatz 6 ist umgekehrt jede Zahl aus 
M Lösung einer in K(p) irreduziblen Gleichung, also nach Hülfs- 
satz 8 eine z-adische algebraische Zahl. 

Hülfssatz 10: Jede normierte ganze rationale Funktion mit 
Koeffizienten aus M läßt sich in M auf eine und nur auf eine 
Weise in normierte Linearfaktoren zerlegen, d.h. in M gilt das 
Gauß’sche Fundamentaltheorem. 


Beweis: Es sei K(y,„p) irgend ein Körper der Reihe (2) und 


(14) f(&,y,P) = "+A a4. +A, (p) 
irgend eine in K(y,,p) irreduzible Funktion, also 
d«) A; = R(yuP) (p) a 


Zahlen aus X(y,,p). Dann ist 


(15) fasten) = Fan) 


eine Funktion in K(p), weil die symmetrischen Grundfunktionen 


der 
s.(Y,) a ER, 


n 


Zahlen aus K(p) sind. Ist 


(16) Fear) = IP) P)..-.frl&,P) (B) 


die Zerlegung von F'(z,p) in irreduzible Faktoren in K(p), so 
muß einer von ihnen durch f(&,y,,p) teilbar sein. Denn für jeden 


top, CE 


von ihnen ist der größte gemeinsame Teiler mit f(x,y,,?) eine 
Funktion in X (y,, p), also entweder 1 oder f(x, y,,?) weil f(&, y,,p) 
in K(y„p) irreduzibel ist. Wären alle 1, so wäre F(x,p) zu 
f(x, y„, p) teilerfremd, was (15) widerspricht. Es sei 


(17) fa®; p) 2 + ARE Hse 4, (2) 
diese in K(p) irreduzible durch f(x, y,,p) teilbare Funktion. Ihre 


Zerlegung in irreduzible Faktoren in K(y,,p) bat dann nach (15) 
die Form 


(18) fa@&P) = TI os) P) (B) 
k 


worin das Produkt rechts über irgend welche 7 Größen k aus 
der Reihe 1,2,...c, zu erstrecken ist, unter denen 1 jedenfalls 


vorkommt. Gleichzeitig folgt daraus ir Die Gleichung 


(19) Lean) =0 %) 
besitzt nach Hülfssatz 3 genau q von einander verschiedene Lö- 


sungen in M. ‚Jede von ihnen muß einer der I Gleichungen 


(20) fos@a)P) = () 

genügen, und da jede dieser Gleichungen höchstens ! Lösungen im 
Körper M besitzen kann, muß sie genau / Lösungen in M haben. 
Die Anwendung dieses Resultates für k = 1 ergibt, daß jede in 
K(y,„ p) irreduzible Funktion sich in M auf eine und nur auf eine 
Weise in Linearfaktoren zerlegen läßt, die übrigens alle von ein- 
ander verschieden sind. (Dabei wird stets eine Normierung der 
Funktionen dadurch vorausgesetzt, daß der Koeffizient der höchsten 
Potenz von x auf 1 beschränkt wird.) 


Es sei jetzt allgemeiner 

(21) ”+B@#"+-:+B, 

irgend eine ganze rationale Funktion mit Koeffizienten aus M. 
Dann gibt es einen kleinsten Körper K(y,,p) der Reihe (2), in 
dem B,, B,, ..., B, enthalten sind, und es wird (21) eine Funktion 
in K(y,, 2). Sie läßt sich in X(y,,p) auf eine und nur auf eine 
Weise in irreduzible Faktoren zerlegen, in denen die höchste Po- 
tenz von x den Koeffizienten 1 hat. Ist 


h’ 
(22) + B "+... +B, = II A@ YnP) (P) 
1 


EEE Ar 


diese Zerlegung, so läßt sich jedes f,(x, y,,p) in M eindeutig in 
Linearfaktoren zerlegen, und das Gleiche gilt mithin für ihr Pro- 
dukt, weil Wi ein Körper ist. 

Damit ist Hülfssatz 10 bewiesen. 

Die Verbindung der Hülfssätze 5—10 ergibt unmittelbar die 
Sätze 1—3 des. $1. 

Zusatz 1: Jede kleinste algebraisch abgeschlossene Erweite- 
rung von K(p) ist eine zu M äquivalente Erweiterung von K(p). 

Beweis: Es sei W’ ein kleinster algebraisch abgeschlossener 
Körper über KX(p) im Steinitz’schen Sinn. Dann zerfällt jede 
normierte in K(p) irreduzible ganze rationale Funktion 


2) 9%, p) 
in M’ in Linearfaktoren und umgekehrt ist jedes Element aus M’ 
Nullstelle einer Funktion von der Form (23). Es seien 


En 
| 9, = I @-%) 
(24) 2 WE) 
En+1 


Iy.,©P) = ‚„U@ a 


die Zerlegungen der zur Konstruktion von M benutzten Funktionen 
(rn+1) 


9, (2, p), 9,,,,(% 2) in Linearfaktoren in W. Da 


(n+1) 
Wu" ar „ (r2(&), 2) 


ist, so ist jede der Zahlen »,(ö,,,) eine Nullstelle von 9, (%, p) in 


Ni 


M', also einer der Zahlen d% gleich. Es wird daher 


2) f&,P) = En en (I) 


eine Funktion in X (p), die mit 9,’(x, p) einen Teiler von positivem 
Grade gemeinsam hat, also wegen der Irreduzibilität von 9, (@, 2) 
in K(p) durch 94,8; p) teilbar ist. Also ist auch umgekehrt jedes 
0 einem r,(d©,) gleich. 

Man wähle nun 6, beliebig aus der Reihe 6” :—=1,2,...c, 


und allgemein ö,,, fürn =1,2,3,... aus der Reihe 
g%) V= L 2, re nr 


n+1 


im übrigen beliebig, aber so, daß 
(26) 7 (On) = In MU) 


AB 


ist. Bedeutet nun h(x,p) eine beliebige ganze rationale Funktion 
in K(p) und n eine beliebige Zahl der Reihe 1,2,3,... so wird 
durch die Zuordnung 


(27) | h (Pr P) er (d,, P) 


eine eindeutige und eindeutig umkehrbare isomorphe Zuordnung 
der Elemente aus M und WM angegeben, bei der jede Zahl aus 
K(p) sich selbst zugeordnet wird. 

| Denn jedes Element aus M läßt sich in der Form %A(y,,P) 
allerdings auf unendlich viele Weisen darstellen, jedes Element 
h(y„p) ist ein Element aus M’. Also werden zunächst durch (27) 
jedem Element aus W unendlich viele Elemente aus M’ zugeordnet. 
Diese einem Element aus Wi zugeordneten Elemente aus M’ sind 
aber alle einander gleich. 

Denn sind zunächst A(y,, p); hp) 2 verschiedene Dar- 
stellungen derselben Zahl aus M im selben Körper X(y,,p), so ist 


Ay p) FE LLCZE p) (M) 
also 
h(2,p) = h,(®,p) (9,,(% P)) 
d.h. aber auch 
h (d,, Pp) <= h, (Ö,, p) MM). 


Sind dagegen h(y„,P), ",(Ynı, 2) 2 Darstellungen derselben Zahl 
in M in zwei aufeinanderfolgenden Körpern K(y,,p), K(yar P) 
so ist 5 


h (r, a: p) SB h, Br p) (DR) 
also 


h(v,(@).p) = h,(a,p) (9y,,® P)) 
d.h. aber auch 


A029 (d,4); P) 7 h, (Ö,41 p) MR) 
. und mithin wegen 
N (d,4.) == Ö,, D) 

h(d,, 2) = hör P) MU). 
Hieraus folgt allgemein durch Induktion: Sind h(y,,P), hy, P) 
zwei beliebige Darstellungen derselben Zahl in M in 2 Körpern 
K(y„P), K(y,,p) so sind die zugeordneten Elemente in WM’ ein- 
ander gleich: | | 

h(ö,, P) ES h(d,, p) ? M). 
Es wird also durch (27) jedem Element aus M ein und nur ein 
Element aus M’ zugeordnet. 


LE er ' 


AS . 


2. Jede rationale Gleichung zwischen Elementen aus M gilt 
auch für die zugeordneten Elemente in WM. 
Denn jede solche Gleichung gewinnt die Form 


R(y p) = DM), 


wo R(«,,p) eine ganze rationale Funktion in K(p) ist, und besteht 
dann und nur dann, wenn 


(n) 


Rap)=0 (9, 
ist. Dann ist aber auch 
R(Ö,, pP) SER 0 MU) 


und es besteht mithin die entsprechende Gleichung für die zuge- 
ordneten Elemente in MW. 

3. Hieraus folgt, daß in der Form h(d,,p) jedes Element aus 
M' enthalten ist. Denn ist A’ ein beliebiges Element aus W’, so 
ist es Wurzel einer in K(p) irreduziblen Gleichung 


sep) =0 MM) 


Nun zerfällt aber g9(2,p) in M in einem ersten Körper K (Di p) 
in Linearfaktoren 


(2, P)) 


9(2,P) = II @-a WB): AM. 


- Dann aber gilt auch in M’ die Zerlegung 


9%, p) = IH rn (0, pP)) EM) 


es besteht daher in M’ eine Gleichung 


A = R(,P) (M). 


Hieraus folgt nun umgekehrt durch Vertauschung von WM und WW 
in der bisherigen Schlußweise, daß durch (27) jedem Element aus 
M' ein und nur ein Element aus M zugeordnet wird, daß diese 
Zuordnung eindeutig und eindeutig umkehrbar ist und eine ein- 
stufige Isomorphie der Körper WW: und WM’ herstellt, bei der jede 
Zahl aus K(p) sich ‚selbst zugeordnet ist. Damit ist Zusatz 1 be- 
wiesen. 

Läßt man speziell M’ mit M zusammenfallen und betrachtet 
alle möglichen Zuordnungen ö, — y,, die bei dem angegebenen Ver- 


fahren gestattet sind, so erhält man hier die sämtlichen isomorphen 


Abbildungen des Körpers M auf sich selbst, bei denen jedes Ele- 
ment von K(p) in sich selbst übergeht. Jeder solchen Abbildung 


von M auf sich selbst entspricht gleichzeitig eine und nur eine 
isomorphe Abbildung des Körpers 8 aller algebraischen Zahlen auf 
sich selbst, bei der die in der rationalen Primzahl p enthaltenen 
Primideale algebraischer Galoisscher Körper über K(1) auf sich 
selbst abgebildet werden und umgekehrt. Der identischen Abbil- 
dung von M auf sich selbst entspricht die identische Abbildung 
von 8 auf sich selbst und umgekehrt. 


8 6. 


Einige Anwendungen auf w-adische Körper. 


Ist & eine beliebige algebraische Zahl, so genügt sie nach den 
gegebenen Definitionen für den Bereich von p, d.h. im Körper M 
aller x-adischen algebraischen Zahlen einer eindeutig bestimmten 
in K(p) irreduziblen Gleichung 


) R@pP))—=V ) 

Sie erzeugt daher durch Adjunktion zu ÄK(p) einen eindeutig be- 
stimmten algebraischen Körper über K(p), der jetzt ohne Erweite- 
rung des zu Anfang aufgestellten’ Begriffs ein x-adischer alge- 
braischer Körper genannt werden kann, weil & eine x=-adische 
algebraische Zahl ist. Er wird mit X(s,p) bezeichnet und heißt 
auch der zu K(e) zugehörige r-adische algebraische Körper. 

Satz 4: Jeder z-adische algebraische Körper, d.h. jeder Körper, 
der aus X(p) durch Adjunktion einer x-adischen algebraischen Zahl 
hervorgeht, hat die Form X(s, p), worin & eine algebraische Zahl ist. 

Beweis: Ist h(&,&,...8,79) ein beliebiges Element aus M, so 
genügt es einer eindeutig bestimmten in K(p) irreduziblen Gleichung 


(2) fan) = +04. +0,=0 
Ist 5 = 1, so wird 

fwP)=2-C 
worin C eine rationale p-adische Zahl ist, also 


(3) Ren &n-..8,P) = C (P) 
und demzufolge 
(4) K (h (Er &a +» 8.2), P) Zn K(C, p) 5 K(p). 


Ist dagegen 5>1, so kann die beliebige Gleichung (7) in $5 
speziell als mit (2) identisch gedacht werden. Da sie nur die db 
Lösungen 9(«;,p) besitzt, muß alsdann eine Gleichung 


(8) len &n:--&P) = Ile)  (P) 
bestehen, worin ‘' eine der Zahlen 1,2,...5 bedeutet. 


5 — 43 — 
Dann aber wird 
E) Klhlen u... P),P) = Klyla,p),p) = K(a;,p) (P) 
weil K(g(e;,p), = gewiß in K(«,,p) enthalten ist und beide vom 
gleichen Grad 5b über K(p) sind. 
Satz 5: Zu gleichen algebraischen Körpern gehören gleiche 
z-adische algebraische Körper. 


Beweis: Sind z,. zwei im übrigen beliebige algebraische 
Zahlen, für die 


(B) | K(e,) ey K(&,) 
ist, so ist (5) gleichbedeutend mit zwei Gleichungen 
(d) di (&;), nude (8) 


worin 9,(2), 9,(2) ganze rationale Funktionen von & in K(1) sind. 
Die Gleichungen (5’) bestehen aber nach Hülfssatz 6 (oder Satz 2) 
auch im Körper M (für den Bereich von p) und daraus folgt sofort: 


ER K(e,p) = K(e„p) ). 

Satz 6: Die Komposition zweier z-adischer algebraischer 
‘Körper ergibt stets wieder einen x-adischen algebraischen Körper 
und zwar folgt aus der Gleichung für die algebraischen Körper 


(6) K(e) K(e) = K(e) 


für die zugehörigen r- aischen algebraischen Körper die Kompo- 
sitionsgleichung 
(6°) K(&p)K @ 2) = Kle,p) 

Beweis: Nach Satz 4 haben 2 beliebige z-adische algebraische 
Körper stets die Form K(e,p), K(e',p), worin sg, 8’ algebraische 
Zahlen sind. Für die algebraischen Körper K(e), K(e') gilt eine 
Kompositionsgleichung (6) und diese ist gleichbedeutend mit dem 
Bestehen von 3 Gleichungen in & 

(6') a ER EEE EEE ne 2 (8, €) 

worin h,h,h, ganze rationale Funktionen von einer bezw. zwei 
Variabeln in X(1) bedeuten. Dieselben Gleichungen bestehen nach 
Satz 2 auch inWM und hieraus folgt die Kompositionsgleichung (6”) 
und damit auch der erste Teil von Satz 6. 

Satz 7: Die Adjunktion einer endlichen Anzahl von x-adischen 
algebraischen Zahlen zu K(p) ergibt stets wieder einen x-adischen 
algebraischen Körper. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von Satz 6. 


IR FAME: 


Satz 8: Ist a eine beliebige positive ganze rationale Zahl, so 
ist jede algebraische primitive a-te Einheitswurzel gleichzeitig eine 
primitive a-te Einheitswurzel für den Bereich von p und umgekehrt. 


Beweis: Ist &, eine algebraische primitive a-te Einheitswurzel, 
so genügt sie der Gleichung 
(7) Et x 
in 8. Dieselbe Gleichung besteht auch in WM. Es kann aber in 
W auch keine Gleichung 
(7°) &=1:.(p) 0<b<a 


bestehen, weil sonst dieselbe Gleichung in 8 bestünde, was der 
Voraussetzung über &, widerspricht. Also ist &, primitive a-te 
Einheitswurzel für den Bereich von p. | 


Die Gleichung 
(9) ea 


hat in 8 a von einander verschiedene Lösungen & © —=0,1,..,a—1 
und hat die gleichen Wurzeln in M. Mehr kann sie in M auch 


nicht besitzen. Ist daher E, eine primitive a-te Einheitswurzel in 


[47 


MM, so ist sie einer dieser Zahlen gleich. Sie kann aber nur einer 
primitiven a-ten Einheitswurzel gleich sein. Denn wäre 


(9) | El 0<b<a 


worin &, eine primitive b-te algebraische Einheitswurzel bedeutet, 
so wäre bereits 


(10) Ser <a: 


was zur Voraussetzung über E, in Widerspruch steht. 
Speziell folgt aus Satz-5 und 8 der folgende 
Satz Sa: Ist a eine beliebige positive ganze rationale Zahl, 


so gibt es einen und nur einen Körper der a-ten Einheitswurzeln 


für den Bereich von 9, der durch K(s,,p) bezeichnet werden kann. 


87. 
Der Zusammenhang der verschiedenen möglichen Zu- 
ordnungssysteme y, | 9,,( 
p andhaltsan Primidealen. 


Das einstimmige Zuordnungssystem 


4,5 m. 1.90. (&, P) n—=1,23,3,... 


(z,p) mit den verschiedenenin 


durch das die Gesamtheit der z-adischen algebraischen Zahlen zum = 


= 
en 


NE 1 Vene 


Körper gemacht wurde, enthält noch eine große Willkür. Denn 
es unterliegt allein der Bedingung 


9y,.,(& D) 
@ en nel, 
und die Anzahl der möglichen Zuordnungen beträgt daher bis zum 
Körper K(y,,P) un | 
bis zum Körper K(y,,p) u, 


allgemein bis zum Körper K(y,,P) a, 


Sie ist also bis KX(y,,p) einschließlich genau so groß wie die : 
Anzahl der irreduzibeln Faktoren, in die die K(y,) definierende 
in K(1) irreduzible Gleichung 


(8) G,(@) — 0 


in X(p) zerfällt, oder, was dasselbe besagt, wie die Anzahl der 
verschiedenen Primideale des Körpers K(y,), die in p enthalten 
sind. Im Ganzen ergibt sich so eine nicht abzählbare Mannig- 
faltigkeit von möglichen einstimmigen Zuordnungssystemen (1), 
deren jedes die Gesamtheit der x-adischen algebraischen Zahlen 
zum Körper macht. 

Für die Untersuchung der Teilbarkeitseigenschaften aller alge- 
braischen Zahlen für alle für sie in Frage kommenden in p ent- 
haltenen Primideale genügt es, ein einziges unter diesen Zuord- 


. nungssystemen willkürlich herauszugreifen und dann ein für allemal 


festzuhalten. Es ist daher berechtigt, von dem Körper aller 
z-adischen algebraischen Zahlen zu sprechen. In welchem Zu- 
sammenhang aber die verschiedenen möglichen Zuordnungssysteme 
zur Theorie der Primideale stehen, muß wenigstens kurz ange- 
deutet werden. 

Es bedeute dazu unter völliger Beibehaltung der in $ 2, Hülfs- 
satz 1 verwandten Bezeichnungen « irgend eine der Zahlen y, 


n=1,2,3,.... Die « möglichen Zuordnungen für K(«, p) sind 
dann durch 
4) «| 9.00, 9) 9 


festgelegt. Jede einzelne dieser Zuordnungen bestimmt so genau 
als möglich die Eigenschaften der Zahl « in bezug auf eins der « 
Primideale von K («) 


(5) B;(«) ZIELEN 


die in der rationalen Primzahl p enthalten sind. 


SIR ARE 
Für festes i aber besagt die Zuordnung (4) genau dasselbe wie 
(4) 52 (@) | 9;,(, P) | 


wenn % irgend eine der Zahlen 1,2,...m ist und s,,5$, inverse - 
Substitutionen sind. Denn es ist ja 


%,% 2) 
(9) | 9:(8.(@), P): 
D.h. aus (4’) folgt (4). 
Andererseits ergibt die Anwendung von s, auf (5) in $2, daß 


(7) 9; (X, P) — (9; (5, ($,(2)); pP), G(&)) | 
— (9,($. (8, (0), 2), @* (5. (0), E@)) = (9;, (8. (), 2), @(&)) 


ıst, also 


&) N oh 


sein muß. D.h. aus (4) folgt auch (4). 


Das besagt, daß die Eigenschaften der Zahl « in bezug auf 
das Primideal ®, («) genau die gleichen sind, wie die Eigenschaften 
der zu « konjugierten Zahl s,(«) in bezug auf ®,(e). Hält man 
i fest und läßt s,.(«) alle zu « konjugierten Zahlen durchlaufen, 
so durchlaufen gleichzeitig %’ und % in verschiedener Reihenfolge 
die Zahlen 1,2,...m und i, nimmt jeden der Werte 1,2,...a genau 


m 
--=malan: 
a 


Es genügt daher vollständig, die Eigenschaften der zu « kon- 
jugierten Zahlen für ein festes Primideal, d.h. für ein einziges 
einstimmiges Zuordnungssystem (1) zu kennen, um damit alle 
Eigenschaften von « für die a verschiedenen Primideale PB,(«) zu 
haben. 


Das Gleiche gilt für eine beliebige algebraische Zahl e. 


Denn ist & irgend eine Zahl aus K(«) — und jede algebraische 
Zahl ist ja in einem der Körper K(y,) enthalten — und ist etwa 


(9) = na) 
und | 
(10) H,(«) — 0 
die in K(1) irreduzible Gleichung g-ten Grades, der & genügt, und 
(10°) Hk) = f,(&P).h@&P):...h@P)  (P) 


ihre Zerlegung in irreduzible Faktoren in K(p), deren Grade 


91,99 ::-q, sein mögen, so ist 


Al) + tt 4 
Dann gibt es unter den Zahlen 
(12) r ($,(@)) kl} 23.22.00 
nur q unter einander verschiedene, die der Einfachheit halber be- 
reits durch die Werte k — 1,2,...q gegeben sein mögen. Es 
ist dann 

G(&)| 
13 | et 
(18) [H; (5. )) Be. 


Für jedes © der Reihe 1,2,...a und für jedes k der Reihe 1,2,...q 
muß es daher ein / der Reihe 1,2,...b geben, so daß 

14 | Ik, Sl 
er 66), 2) 

ist. Bei festem i und /! aber kann es höchstens g, Werte Ä geben, 
für die (14) gilt, weil f,(x,p) vom Grad g, ist (vgl. den Beweis zu 
Hülfsatz 1). Wegen (11) muß es daher genau g, solcher Werte 
geben für jedes i und !. Nun entspricht der Zuordnung 


(4) «| 9:(&, P) 

die Zuordnung 

(15) r (s.(e)) | fı(®, P) 
dagegen der Zuordnung 

(16) | 52.(@) | 9:(®, P) 

die Zuordnung 

(17) (5:5) = rle) | fl, P) 


wenn i,%,! ein Zahlsystem ist, für das (14) gilt. 

Da bei festem ö durch geeignete Wahl von % 2 jeden der 
Werte 1,2,...d annehmen kann, so besagt die letzte Tatsache, 
daß der Zahl & = r(«) der Reihe nach alle und nur die Funktionen 


(18) f(&, p) = 1,2,...b 


zugeordnet werden, wenn (16) alle möglichen Zuordnungen für den 
Körper K(«,p) durchläuft, die erste Tatsache dagegen, daß bei 
einer einzigen Zuordnung, die beliebig herausgegriffen sein kann, 
jede der b-Funktionen (18) q, also wenigstens einer zu e konjugierten 
Zahl zugeordnet wird. Die Zuordnungen (17) für ! = 1,2,...b 
bestimmen e für die 5b verschiedenen in p enthaltenen Primteiler 


ARE 

P,(e) des Körpers K(e). Aber diese Eigenschaften von & in bezug 
auf die 5 Primideale ®,(e) sind restlos bekannt, sobald die Eigen- 
schaften der zu & konjugierten Zahlen r(s,(«)) in einer einzigen 
Zuordnung (4) bekannt sind. 

Jedem einstimmigen Zuordnungssystem (1) kann ein Primteiler 
p, der rationalen Primzahl »p im Körper & aller algebraischen 
Zahlen zugeordnet werden. 

Wird der durch das Zuordnungssystem (1) festgelegte Prim- 
teiler von p in K(y,) mit B,(y,) bezeichnet, so heißt die Bedingung 
(2) nichts weiter als 


PB. (Yaı)| 
9 Ro 
p, kann daher als der größte gemeinsame Teiler aller B,(y,) be- 
zeichnet werden, der allerdings in jedem B,(y,) in unendlich hoher 
Ordnung vorkommt. Ist K(e) ein beliebiger algebraischer Körper, 
der;in ÄX(y,) enthalten ist, und ®,(e) das durch p, bestimmte Prim- 
ideal von p in K(e), so ist 


P.(9.) 
S In, (e). | 
Sind K(e) und K(e') zwei beliebige algebraische Körper, so haben 
- die zugehörigen Primideale ®B,(e) und ®B,(e') stets einen von 1 ver- 
schiedenen Teiler gemeinsam. 

Umgekehrt reicht die letzte Bedingung zur Definition eines 
Primteilers p, oder eines einstimmigen Zuordnungssystems (1) aus. 
Denn aus ihr folgt speziell (19) also auch 2) fürn» =1,23,3,... 
Hierauf sollte indessen nur andeutungsweise hingewiesen werden. 
Wesentlich ist allein, daß ein einziges einstimmiges Zuordnungs- 
system genügt, um die Teilbarkeitseigenschaften aller algebraischen 
Zahlen in bezug auf alle Primideale algebraischer Körper, die in 
der rationalen Primzahl » aufgehen, zu kennen. 

Im Folgenden wird stets ein solches einstimmiges Zuordnungs- 
system (1) gemäß den Bedingungen (2) als willkürlich gewählt, aber 
dann ein für allemal festgehalten und dadurch der Körper aller 
z-adischen algebraischen Zahlen als bestimmt angesehen. 


11. Kapitel. 
Die Theorie der ganzen Funktionen von x in einem beliebigen 
r-adischen Körper KX(e, p). 


$ 8. 


Die Größe der Zahlen und die Konvergenz unendlicher 
| Zahlenfolgen in K(s, p). 


Im Folgenden werden einige Grundtatsachen aus der Theorie 
der z-adischen Zahlen zusammengestellt, die für die Arbeit ge- 
braucht werden. Sie sind sämtlich zuerst von Hensel bewiesen 
worden. 

Es sei K(s,p) ein beliebiger x-adischer algebraischer Körper 
I-ten Grades über K(p). Ein beliebiges Element des Körpers 


FE A=y(sp) (P) 

genügt einer in K(p) irreduziblen Gleichung 

ER f&p) = +48" + +4, =0 (Pp 

deren Grad !' —= = ein Teiler von ! ist. Das 1) multi- 
plizierte konstante Glied der Funktion /-ten Grades 

(8) Kan) = ++ 


heißt die Norm von A in K(s,p) und wird mit %.,,»(A) bezeichnet. 
Sie wird auch eine Normzahl von K(e,p) genannt. 

Die Norm von A in K(s,p) ist also eine rationale p-adische 
Zahl. Die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkt der 
Normen seiner Faktoren, die Norm eines Quotienten gleich dem 
Quotienten der Normen von Zähler und Nenner. 

A heißt eine ganze x-adische Zahl, wenn die Koeffizienten der 
in K(p) irreduziblen Gleichung (2), der A genügt, ganze Zahlen 
aus K(p) sind. A ist dann und nur dann eine ganze m -adische 
Zahl, wenn n.,»)(A) eine ganze rationale p-adische Zahl ist. A heißt 


eine x-adische Einheit, wenn A und = ganze x-adische Zahlen 


sind. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn ,.,,) (A) eine 


Straßmann. 4 


— 5° — 


rationale p-adische Einheit ist. Die Einheiten des Körpers K(s, p) 
bilden eine Gruppe. 

Es gibt eine höchste positive Potenz von 9, p’, durch die alle 
durch p teilbaren Normzahlen von K(e, p) teilbar sind. Jede Norm- 
zahl ist dann durch eine ganzzahlige Potenz von p’ genau teilbar. 
Alle Zahlen des Körpers, deren Norm genau durch p’ teilbar ist, 
heißen Primzahlen. Unter ihnen kann man eine algebraische Zahl 
x auswählen, die primitiv nicht nur in X(e,p), sondern auch in 
K(e) vorausgesetzt werden darf!) 


x ist dann vom Grad fund der Ordnung I: = Das Gleiche 


fr 
gilt für alle Primzahlen aus K(e, p). 
Eine Zahl A heißt durch eine andere Zahl B teilbar, wenn ihr 


Quotient = 


reichend, daß %..,p)(A) durch n..,»(B) teilbar ist. 
Zwei Zahlen heißen äquivalent 


AnmB (p), 


wenn jede durch die andere teilbar ist, d.h. wenn sie sich multi- 
plikativ nur um eine x-adische Einheit unterscheiden. Ist 


en (A) vw p” 
so ist A-um® (P) 
in Worten: A hat in K(e,p) die Ordnungszahl a. 
Jede Zahl A aus K(e, p) gehört unendlich vielen verschiedenen 
zs-adischen algebraischen Körpern an. Die Norm von A hat in 
diesen verschiedenen Körpern verschiedene Werte, obwohl es sich 


eine ‘ganze Zahl ist. Dazu ist notwendig und hin- 


1) Daß dies stets möglich ist, beweist man so: man setze der Einfachheit 
halber & als ganze algebraische Zahl voraus. Dann gibt esin ÄX(e,p) eine Primzahl 
= = h(sp) .(D)), 
wo h(x,p) eine ganze rationale Funktion mit Koeffizienten aus X(p) ist. Be- 

zeichnet h'')(x) den ersten Näherungswert von h(x,p), so daß 
NP (a) =h(@,p) (B) 

ı"—=M(e)=Er (P) 
eine Primzahl aus K (e,p) und gleichzeitig eine algebraische Zahl aus K(e). Sie 
braucht noch nicht primitiv zu sein. Läßt man aber x,’ alle zu z konjugierten 
Zahlen durchlaufen und betrachtet alle von O verschiedenen Differenzen A‘ (€) 
— h")(2') zweier zu m” konjugierten Zahlen, so gibt es eine niedrigste Potenz 
von p p\, durch die keine dieser Differenzen teilbar ist. Setzt man dann 

zn — nn” + ep 

so hat man gewiß eine Primzahl aus X(e,p), die gleichzeitig eine primitive Zahl 
aus ÄK(&) ist. | 


‚ist, so ist 


R< 


Re er 


stets um die Norm von A in bezug auf K(p) handelt. Der Wert 
von absolut kleinster Ordnungszahl tritt in K(A,p) ein und ist 


nan(A) = (-1’A, (P) 
während in jedem Körper K(e’,p) vom Grad ım' über K(A, p) 


",p(A) = nlan(A) (P) 

ist. Es ist daher %,»(A) in K(p) von positiver Ordnungszahl, 
von der Ordnungszahl 0 oder negativer Ordnungszahl, je nachdem 
das Gleiche von »«a,p(A) gilt, d.h.: Die Eigenschaft von positiver 
Ördnungszahl, von der Ordnungszahl O0 oder von negativer Ord- 
nungszahl zu sein, bleibt für eine m-adische Zahl A in allen - 
adischen Körpern, denen sie angehört, erhalten. 

Die Größendefinition x-adischer Zahlen geschieht nach Hensel 
im umgekehrten Verhältnis zur Größe ihrer Ordnungszahlen. D. h. 
sind A,, A, zwei beliebige Zahlen aus K(s,p) mit den Ordnungs- 
zahlen a, und a,, so heißt 


A<A, () 
wenn a,>a, | 
und AA () 
wenn Dar. 


ist. Für zwei Zahlen A, und A, gilt stets eine und nur eine der 
drei Beziehungen: 
A, Fr A,, A, Ag A,; A, 2 A, (P). 
Aus 
KENN RA Solst "A, =A, 
Die Grundlage aller Größenbeziehungen x-adischer Zahlen bildet der 
Hülfssatz 11: Ist 


(4) A,rvatı, A,ua® (p) 

so ist 

(€) AA,nmutre (p) 

und 

(4) A+ARam® (pP) 

und zwar gilt in (4”) immer das Äquivalenzzeichen, wenn 
Re ER 


ist. Man kann Ungleichheitsbeziehungen im Allgemeinen nicht 
addieren, auch gilt im Bereich der w-adischen Zahlen nicht das 
Archimedische Axiom. 

4* 
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Der Zahl 0 wird die Ordnungszahl +00 zugeteilt. 

Setzt man unter der Voraussetzung von (4) 

Max (A,, A) — atin (me, Min (A,,A,) — also) _(p) 
so gilt allgemein: 

Die Summe zweier Zahlen ist niemals größer als das Marina 
ihrer Summanden. Das Produkt zweier ganzen Zahlen ist niemals 
größer als das Minimum seiner Faktoren. Die Zahl O ist die 
kleinste mögliche Zahl, jede von O0 verschiedene Zahl ist BröNer 
als 0. 


Ist a eine ganze rationale Zahl > 0, so bildet ‚die Gesamtheit 
der durch x“ teilbaren Zahlen aus X(e,p) einen Ring. 


Ich verstehe dabei hier und im Folgenden unter Ring nach | 


Hilbert einen Bereich NW von G #rößen, für dessen Elemente zwei 
Verknüpfungsoperationen als Addition und Multiplikation definiert 
sind mit der folgenden Eigenschaften: Die Addition und Multi- 
plikation zweier Elemente aus N ergibt stets wieder ein eindeutig 
bestimmtes Element aus N. Die Addition ist assoziativ, kommu- 
tativ und eindeutig umkehrbar. Die Multiplikation assoziativ, 
kommutativ und in bezug auf die Addition distributiv. Gegenüber 
dem von Prüfer aufgestellten Ringbegriff unterscheidet er sich 
lediglich dadurch, daß die Forderung der Existenz eines Einheits- 
elementes der Multiplikation fortgelassen ist. 


Entsprechend der Ordnungszahl von OÖ wird definiert: 
Im se 0. Ip) | 


n=-00 
(diese Definition kann auch als das charakteristische Merkmal der 
x-adischen Zahlen angesehen werden) und allgemein: 


Eine unendliche Folge von x-adischen Zahlen aus K(e, p) 
A,A,... A 


_ mit den Ordnungszahlen 


Aa,,G a 


1) DR en and NT 


konvergiert dann und nur dann gegen 0 
im A,—=0 () 
n= +00 
wenn 


lım- -@,.=: +69 
n—=- 009 


ist. Sie konvergiert überhaupt, wenn es eine Zahl A gibt, sodaß 


Im (A-A)=0 (p) 


n=-+%& 
wird. Dann heißt A ıhr Grenzwert. 


Für die Konvergenz einer unendlichen Summe von Zahlen aus 
K(e, p) 


09 
DA, 
1 
ist notwendig und hinreichend 


In #Ar 0:69). 
Nn= -F 09 
Wenn eine unendliche Reihe von z-adischen Zahlen konvergiert, 
konvergiert sie stets unbedingt, d.h. unabhängig von der Reihen- 
folge der Summanden, gegen denselben Grenzwert. 

- Neben den unendliehen Reihen sind die unendlichen Produkte 
von x-adischen Zahlen von besonderer Wichtigkeit. Hierfür ist 
der Begriff der Einseinheit von entscheidender Bedeutung. 

Eine Zahl H aus K(e, p) heißt eine Einseinheit, wenn H—1 
durch x teilbar ist, sie heißt vom Grad k, wenn H— 1 genau durch 
rc teilbar ist. Ein unendliches Produkt von Einseinheiten in X (&, p) 


RER Bar 
dessen Faktoren die Grade 
DEN FRE Fa RE 


haben, konvergiert dann und nur dann und stellt eine eindeutig 
bestimmte Einseinheit in X(e, p) dar, wenn 


im HH =1: (d),. 


n—= +00 
d.h. wenn 
lim k, en 00) 
N=-+X0 


ist. Ist H eine beliebige Einseinheit aus A(e,p) und 
= N Are (P) 
eine beliebige ganze rationale p-adische Zahl, so konvergiert 
oO i 
ee 
a) 
und stellt eine eindeutige bestimmte Einseinheit in X(s, p) dar. 
Die Konvergenz eines unendlichen Produktes von Einseinheiten 


ist stets unbedingt. 
Im Körper K(e, p), dessen Primzahl x von der Ordnung e und 


EN 


dem Grad f ist, existiert, wie bereits in der Einleitung erwähnt, 
eine primitive 9’ —1-te w-adische Einheitswurzel, die nach Satz 8 
einer primitiven 9’ —1-ten algebraischen Einheitswurzel 7 gleich 
ist. Man kann in K(e,p) ein endliches Fundamentalsystem von 
Einseinheiten angeben 


„=ıl4y'n" (p) 312. Mm 
derart, daß jede Zahl A aus X(e, p) eindeutig in der Form 


a,Dı,_ D Dy 
A =. nn N, N; El (p) 
dargestellt werden kann, worin D,,D,,... D, ganze Zahlen aus 


K(p) sind, die gegebenenfalls zur: Normierung der Darstellung 
noch gewissen Beschränkungen unterworfen werden müssen. Diese 
Darstellung heißt die multiplikative Normaldarstellung der Zahl A 
in K(e,p) im Gegensatz zu der bereits in der Einleitung erwähnten 
additiven Normaldarstellung. 

Adjungiert man nur die p’—1-ten Einheitswurzeln zu X(p), 
so entsteht ein Körper X(n, p) vom f-ten Grade über X(p), in 
dem p Primzahl ist. Ist 


Hap)=«+.+0=-0 
die in X(p) irreduzible Gleichung. !-ten Grades, der die ausge- 
wählte primitive Primzahl x aus K(s,p) genügt, so zerfällt H(z, p) 


in X(n, p) in f Faktoren e-ten Grades, die aus einer von ihnen 
durch die Substitutionen 


| i=0,1,..f-l 
hervorgehen. D.h. es gilt in X(n, p) eine Gleichung 


el Bet i 
Han) = I kann = Ih 7,2) .(P) 
= = 


worin jedes h,(x,n,p) eine Eisenstein’sche Funktion e-ten Grades 
in K(n, p) ist, in der die höchste Potenz von x den Koeffizienten 
1 hat, alle übrigen Koeffizienten durch p teilbar sind und das 
konstante Glied genau durch p teilbar ist. = genügt dann einer 
der Gleichungen 


WAR NERN ED) Be BER e 


und zwar ist bereits durch das Zuordnungssystem (1) vollständig 
festgelegt, welcher von ihnen es genügt. 

Als die einfachsten Gleichungen, die den Körper K(n, #) be- 
stimmen, können dann die folgenden angesehen werden: 

Die Eisenstein’sche Gleichung e-ten Grades, der x in K(e, p) 


ENABHFLL.: 


genügt, und die additive und die multiplikative Normaldarstellung 
von -—p in K(n m). Daß jede von diesen drei Gleichungen den 
beiden andern äquivalent ist, wird in $ 14 bewiesen. 


| nt 
Der Ring der ganzen Funktionen in K(e, p). 


Über die grundlegenden Eigenschaften der Potenzreihen im 
Gebiet der rationalen p-adischen Zahlen vgl. Hensel, Zahlen- 
theorie, S. 118f. Die dort gegebenen Beweise lassen ohne jede 
Schwierigkeit eine Erweiterung auf beliebige z-adische algebraische 
Zahlkörper zu. 

Im Folgenden wird eine besondere Klasse solcher Potenzreihen 
in einem beliebigen x-adischen algebraischen Körper ins Auge ge- 
faßt, die wegen ihres engen Zusammenhangs mit den ganzen =- 
adischen Zahlen als die Klasse der ganzen Funktionen in diesem 
Körper bezeichnet wird. 

Es sei wieder K(&,p) = K(n, a) ein beliebiger m-adischer 
algebraischer Körper, für den die Bezeichnungen von $ 8 beibe- 
halten werden. Dann heißt jede Potenzreihe 


oo 
(l) 9m, &,P) = SENT (P) 
( 


eine ganze Funktion von x in K(e, p), wenn die Koeffizienten A, 
sämtlich ganze Zahlen aus X(e,p) sind. Die Funktion wird als 
bekannt angesehen, sobald es ein Gesetz gibt, nach dem die Koeffi- 
zienten A,, soweit man will, berechnet werden können. 

Die im Folgenden gebrauchten Bezeichnungen 9, 9,9", 9"s -.- 
haben nichts mit den Ableitungen der Funktion g zu tun. Viel- 
mehr bedeuten sie willkürliche ganze Funktionen von & in KX(s, p), 
die — soweit nicht besondere Festsetzungen darüber getroffen 
werden — ganz unabhängig von einander sind. Unter dem Aus- 
druck ganze Funktion wird in diesem Kapitel stets eine ganze 
Funktion von x in K(s, p) verstanden. 

Die ganze Funktion (1) wird dann und nur dann gleich 0 
gesetzt: z 


(2) ı%,P)=0 (D) 


wenn ihre sämtlichen Koeffizienten O0 sind, d.h. wenn die Glei- 
chungen 


(2°) Ar20%.-(9) i=0,1,23..- 


bestehen. Zwei beliebige ganze Funktionen 


EI ste 


OO x 
(3) 9, &5,P) = PER (8, &,Pp) = 2% A (PM 


heißen dann und nur dann einander gleich für den Bereich von p: 


(4) 9%5,P) = 9%, 5P) (P) 
wenn 
(4) A=A (p) v0, 1,2. 


ist. Die Summe, die Differenz und das Produkt zweier ganzer 
Funktionen (3) wird durch die Gleichungen 


oO 
g"(, &5P) = 9 5 M)+g'@, 5, P) = 2 (A,+A,)® 
r f "/ 09 | 
(5) g (2, &, p) = g(8, €, D) -9(%,8,P) = 2, (A,—A,) X (D) 
= 2 
g(®, &, p) #5 98, &, p) . ge, &, p) a m An x” 
= m 
BE 2% 2 A,A,.- (P) HM: 0, L: 2, er 


definiert. 


Satz 9: Die ganzen Funktionen von x in K(e,p) bilden einen 
Ring. 

Dieser Satz folgt nach den Definitionsgleichungen (5) sofort 
daraus, daß die ganzen Zahlen von XK(e,p) einen Ring bilden, 
Die ganzen rationalen Rechenoperationen können also für die 
ganzen Funktionen nach den Regeln der elementaren Algebra 
vorgenommen werden. 

Für jede ganze von 0 verschiedene Funktion (1) gibt es eine 
eindeutig bestimmte niedrigste Potenz von x, x°, deren Koeffizient 
A, von O0 verschieden ist, und eine eindeutig bestimmte höchste 
Potenz von x, x', die in allen Koeffizienten A, enthalten ist. x” heißt 
der Zahlenteiler, x&° der Variablenteiler der Funktion. 

g(z, &, p) gestattet dann eine Darstellung 


(6) 9(2,8,P) = Tag, &5,P) (PD) 
worin 
(7) 90%, €, p) Ir 2 A,x (2) 


eine Funktion ohne Zahlenteiler und ohne Variablenteiler ist. Eine 
solche Funktion heißt eine primitive Funktion. | 
Jede primitive Funktion ist dadurch charakterisiert, daß ihr 


7 Ba: 


Dh A A a a ne LERNT Y 
' 
/ 


; 
E 


konstantes Glied + O0 ist und daß in der Reihe ihrer Koeffizienten 
wenigstens eine x-adische Einheit vorkommt. 
Ist in der primitiven Funktion (7) 
A, run ( p) 


und A, der erste der Koeffizienten A,, A,,A,,... der nicht durch x 
teilbar ist, so heißt g,(z, &, p) von der Ordnung b und dem Haupt- 
grad a. a und b sind gleichzeitig 0 oder gleichzeitig größer als 0. 
Für primitive Funktionen gilt der 


Satz 10: Das Produkt zweier primitiver Funktionen von den 
Ordnungen 5b, db’ und den Hauptgraden a, a’ ist eine primitive 
Funktion von der Ordnung 5)+b’ und dem Hauptgrad a+.«'. 


Beweis: Sind 
Se Re | 
(8) 9.8, €, p) er 2 A, 22 90%, €, p) = > A, (P) 
0 


primitive Funktionen von der bezeichneten Art, so ist 


Ann, ASz (l<za, Al 
un 1 
Anm, Asa (<a), A,ui 
und es folgt daraus für ihr Produkt 
E ME 
(9) 9,2, &,p) = >= Ana", A, = En An-ı (P) 
1. KR =-AKAnDa (M), 
ex Mb, Ze 
2. = YWAN,Sa m<ata) (p), 


weil in jedem der auftretenden Produkte rechts entweder 


<a oder m—I<d, 
d. h. entweder 
A<Sx (p) oder Al,,Sa (p) 
sein muß, 
a- a 


3. Au = 3 Ark „=A,h, (m), 


also Er 
Ale ON 1 (P), 


weil alle übrigen Glieder der in der Mitte stehenden Summe durch 


x teilbar sind. 1., 2., 3. besagen aber nichts anderes, als daß 
9.(@, &,p) eine primitive Funktion von der Ordnung 5+b' und 
dem Hauptgrad a-+.a«’ ist. 


EB 
Hieraus folgt weiter: Sind | 
%,8,P) = mx g(0, &, p 
al? mE) 5 ESEL) 
ge, &; p) — var gl, &, p) 
zwei beliebige ganze Funktionen mit den Zahlenteilern =’, x" und 
den Variablenteilern x°, x°, so wird ihr Produkt 


(11) RP) = 9a, &, P)- gr, 5, pP) = a 9% 82) (P), 
worin | 
%®, &P) = 9%, &P):9@ &P)  (P) 
eine primitive Funktion ist. Also gilt 
Satz 10a: Der Zahlenteiler (Variablenteiler) eines  Prodekb 
ist gleich dem Produkt der Zahlenteiler (Variablenteiler) seiner 
Faktoren. 
Eine weitere Folgerung daraus ist 


Satz 9a: Das Produkt zweier ganzer Funktionen von & in 
K(e, p) ist dann und nur dann 0, wenn einer seiner Faktoren 0 
ist. D.h. der Ring der ganzen Funktionen hat keine Nullteiler. 

Eine ganze Funktion y(x, e, p) heißt durch eine andere ganze 
Funktion 9’(x, ge, p) teilbar, in Zeichen 


g(8, &, 2 | 
98, €, p), 
wenn es eine ganze Funktion g”(x, e, p) gibt, so daß 
(12) ep) = wg P)  (P). 


Ist das der Fall, so ist g”(x, e, p) in der Gleichung (12) eindeutig 
bestimmt, sobald nicht 9 und g’ beide O0 sind. Denn aus einer 
zweiten Gleichung 


(12°) 98,5 P) = ger, 8,P)y"(r,&,P). (P) 
würde folgen 
(12°) g(8, & P) ("m 8) -g"R&5P) = 0 (P), 


also nach Satz 9a entweder 


m 


| 9’ 5,Pp) = y" (a, 82) (D) 
oder 

(82) = 0, d.h. auch gan) =0 (p). 
Es ist stets 


ae .e (X, &, P)- 


TER 
Aus 
g(®, &, p) ge, &, p)| 
Ig9(x, &, P) ns 19 (®, €, p) 
folgt 
9" (®, &, P)| 
9 (@, &P) 


Zusatz 1: Die Gesamtheit der durch eine ganze Funktion 
9(8, &, pP) teilbaren Funktionen bildet einen Ring. 

Dieser Zusatz folgt aus der Definition der Teilbarkeit mit 
Benutzung von Satz 9. 

Eine ganze Funktion wird eine Einheitsfunhtion genannt, wenn 
die Zahl 1 durch sie teilbar ist. 


Soll 

oO 

(1) ms) Zihr (P) 

eine Einheitsfunktion sein, so muß es eine ganze Funktion 
0,0) 

(3) ANSEN De PAE A 

geben, so daß 

(13) ıweaP)gwep)—=1 (M 


ist, d.h. die Koeffizienten A,, =0,1,2,3,... müssen sich als 
ganze Zahlen aus Ä(e, p) so bestimmen lassen, daß 


A,A! —1 
MALLR RL 0 


(13°) AR+HAA+HAA=0 ( 


wird. Die 1. Gleichung bestimmt, daß A, eine Einheit sein muß. 
Ist das der Fall, so bestimmt sich A} aus ihr eindeutig als die 
zu A, reziproke Einheit, während die folgenden Gleichungen suk- 
zessive A, A),... als ganze Zahlen aus As, p) eindeutig festlegen. 
g(&, &, Pp) = also dann und nur dann eine Einheitsfunktion, wenn 
ihr ante Glied eine Einheit aus X(e, p) ist. Die eindeutig 
bestimmte zu ihr reziproke Funktion ist dann ebenfalls eine Einheits- 
funktion. 

Satz 11: Die Einheitsfunktionen sind identisch mit den primi- 
tiven Funktionen von der Ordnung O0 (und dem Hauptgrad 0). Sie 
bilden eine multiplikative Gruppe. Die Division ist im Ring der 


‘ganzen Funktionen von © in K(e, p) unbeschränkt und eindeutig 


nur durch die Einheitsfunktionen ausführbar. 


a 


Zwei ganze Funktionen heißen einander äquivalent der Teilbar- 
keit nach 
(14) ws)  (P, 
wenn jede durch die andre teilbar ist. Die Beziehung (14) ist 
gleichbedeutend mit einer Gleichung 
(14) 9(®, &,P) = ga, 8 P)-E&P) (P), 
worin E(z, e, p) eine Einheitsfunktion bedeutet. 


$ 10. | 
DieGröße der ganzen Funktionen und die Konvergenz 
unendlicher Folgen von ganzen Funktionen. 


Definition: Ist 
oO 
(1) aD AN 
irgend eine ganze Funktion von x in K(e, p) und allgemein 
(1) Az" (p) 04, 


(wobei für ,=0 (p) = +5 zu setzen ist), so nenne ich den 


Wert 
(2) h = Min (a,-+1) a 
die Höhe der ganzen Funktion y(z, ep) in K(e, p). 


Soweit ein Mißverständniß nieht zu befürchten ist, wird der 
Zusatz: in K(&,p) — weggelassen und einfach von der Höhe einer 
ganzen Funktion gesprochen, worunter dann stets die Höhe der 
Funktion in dem zugrunde gelegten Körper K(e,p) zu verstehen ist. 

Die Höhe ist eindeutig definiert und kann durch ein endliches 
Verfahren bestimmt werden. Denn ist 


IR, &, p) 0 (P), 


a=-0 DM. I—=0,1,2,.. 


so ıst 


also | 
> a; = +09 Bender 
und es muß daher der Zahl 0 die Höhe +00 zugeteilt werden. 
Ist dagegen g(x, 8, p) # 0 (p) und hat den Variablenteiler x’, so 
ist A, der erste von O verschiedene Koeffizient in der Reihe (1') 
und die Höhe Ah ist eindeutig als der kleinste unter den ,+1 
Werten | 

a-+! i=s,s+1l,..s+a, 


u u 
En “ 
- Y . 


_ bestimmt, da stets = ist, also alle folgenden Werte 


BR 7 


NE 


a,+l>a-+s, (>a+s) 


rue In Ze ” c 


sein müssen. Zur Bestimmung der Höhe genügt es also, eine end- 
liche Anzahl x-adischer Zahlen mit einander zu vergleichen. 
Die Definition der Höhe kann auch so gefaßt werden: 


z 2 

(1) gE, €, p) = Zu Az (D) 

E- hat die Höhe Ah, wenn für alle =0,1,2,... 
0) AS®" (p) 


ist, und wenigstens für ein /, die Äquivalenz 


(3°) A, 2% ze 


besteht. 


g9(&, &, p) hat mindestens die Höhe h, wenn h>h ist. = 
g(&,&, p) hat dann und nur dann mindestens die Höhe 7, wenn 
tier allei—0;1;2;.: 


(4) Asa" (M 


(P) 


 ast. Die Funktionen 9(z, &,p) und —g(z,z,p) haben die gleiche 

- Höhe, weil A, und —A, die gleiche Ordnungszahl in K(e, p) haben. 

| Satz 12: Sind 4(z, & p), y’(z, ep) zwei Funktionen von den 
Höhen Ah, h', so hat ihr Produkt die Höhe +4’, ihre Summe hat 
mindestens die Höhe Min (7, 4’) und hat genau diese Höhe jeden- 

| falls dann, wenn k # 4 ist. 

£ Beweis: Haben 


oo oo. 
(5) 98, &, pP) — > A,«‘, g’(z, €, P) —= 2 A, x (P) 
V 


3 die Höhen Ah und , so ist für alle 2=0,1,2,... 
2 (6) A, <= nt 


Im 
ı f W-1 
(6’) AN Sa 


(2) 


während in (6) und (6’) wenigstens einmal das Äquivalenzzeichen 
gilt. Es seien /, und // die kleinsten Werte von /, für die diese 
Tatsache in (6) und (6') eintritt. 

Dann ist in dem Produkt 


oO 
(5) g(z, &, p)-9 (@, €, p) gı= an A: x” ( P), 


RE gg oe 


? 


N : N 
(6) An — DA < „Mina +W—(m—D)| 


m m mM er 
0) 


q +h'—m 


(p) 


für alle m = 0,1,2,.... Dagegen wird 


il b+! 
EI) Am = Ann = At AM ar A AN F, Z ArAR + 
j 0 
3, Bi A) — (I, + 1) Er. KL +h'— m (p). 
Denn es ist 


AA 


während alle übrigen Glieder 


htW— (tl 

I EIER (D) 

sind, weil für sie entweder <[, oder W, +5 —-I<{} ist. D.h. die 

Funktion (5’) hat die Höhe +4. | 
Dagegen ist die Summe 


(8) 0% 5 )+9/ (89) = Zr (A+ADa (B) 
and. hier folgt aus (6) und (6) 

(7) AS „Min (h,h') — 1 

ed 

7) | Ne „Minh, W)—I (p), 

also auch 


(7”) AS let 


Also hat die Funktion (5”) mindestens die Höhe Min (h, %). Ist 
aber h+W, also etwa W=Zh+l, so ist allgemein 


(8) AtA=A er) 
und hieraus folgt für ! = |, 

(8) ALFA SA 0 
d.h. 

(&") Aut+A, om" () 


Dann also ist die Höhe von (5”) genau — h = Min (h, h’), w. z. b. w. 
Da die Höhe einer ganzen Funktion niemals negativ sein kann, 
weil für ale!a,=0 und !>0 ist, so folgt aus Satz 12: 


3 


Zusatz 2: Die ganzen Funktionen mindestens von der Höhe h 
bilden einen Ring. 

Zusatz 3: Hat (x, e, p) die Höhe A, so hat für jedes n = 0 
(g(z, &, p))" die Höhe »h. 

- Die Einheitsfunktionen sind die sämtlichen Funktionen von 
der Höhe 0. Die Ausdrücke g9(z, ep) ist von 0 verschieden, 
oder g(z, &, p) hat eine endliche Höhe besagen dasselbe. 

Durch den Begriff der Höhe können die Größenverhältnisse 
der ganzen Funktionen folgendermaßen festgelegt werden: 


Definition 2: Hat die Funktion g(x, e, p) in K(e, p) die Höhe 
h, so setze ich: 


(9) 9a.&5,P) Im" (Kfe, p)) 
in Worten: g(x, &, p) ist der Größe nach äquivalent x" in K(&, p). 


Damit sind die Größenverhältnisse der ganzen Funktionen auf 
die bereits bekannten Größenverhältnisse der ganzen, z-adischen 
Zahlen zurückgeführt. 

Eine Folge dieser Definition ist: Sind g(z,.e, p) und g’(@, &, p) 
zwei beliebige ganze Funktionen von den Höhen A und 4’, so ist 
92, &8,P)<, I oder > g’(z,8,p) inK(e,p), jenachkdaem h>, = 
oder < A’ ist. | 

Die Größenfestlegung der ganzen x-adischen Zahlen ist in der 
Definition 2 als Spezialfall enthalten. Denn die x-adische Zahl 
A, co x” (p) hat als ganze Funktion von x in K(s, p) die Höhe a,. 
Die Definition hängt aber, ebenso wie der Begriff der Höhe, we- 
sentlich von dem zugrunde gelegten Körper K(e&s,p) ab. Die 
Größenbeziehung zwischen zwei ganzen Funktionen g(z, &, Pp), 
g9’(z,&, p) kann daher in verschiedenen Körpern, denen sie ange- 
hören, verschieden sein, während die Größenbeziehung zwischen 
zwei x-adischen Zahlen in allen Körpern, denen sie angehören, die- 
selbe bleibt. 

Die Grundgesetze für die Größenbeziehungen bleiben im Be- 
reich der ganzen Funktionen von & in X (s, p) genau dieselben wie 
im Bereich der x-adischen Zahlen von K(e, p), weil der sie be- 
stimmende Satz 12 eine genaue Verallgemeinerung von Hülfssatz 11 
ins$8 ist. 

Ich setze 


Max (g(z, &, p), 9’(@, & p)) = 
Er ((K, &, p)), 


Max (h, W’ 
Min(g (a, &, p), 9’ (&, 5, p)) = u N) 


Min (k, h’ 
„Min (h, m) 
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wenn 
mp) Om und gap) Im" (Kke, p)) 
ist. Dann gelten die folgenden Sätze, die alle aus Satz 12 folgen: 

Die Summe zweier ganzer Funktionen ist niemals größer als 
das Maximum ihrer Summanden. Das Produkt zweier ganzer 
Funktionen ist niemals größer als das Minimum seiner Faktoren. 
0 ist die kleinste ganze Funktion. Jede von O verschiedene ganze 
Funktion ist größer als 0. 

Die vorstehende Größendefinition der ganzen Funktionen führt 
notwendig zur Definition der Konvergenz einer unendlichen Folge 
von ganzen Funktionen in dieser Form: 

Eine unendliche Folge von ganzen Funktionen 


| 00 
(10) (59) = NA WM) n=12%3.. 
0 
mit den Höhen h, konvergiert dann und nur dann gegen 0; 
(11) im spp) =0 
NnN=- 00 
wenn 
(11') im „= + 
n=+% 


ist. Die Bedingung (11‘) ist gleichbedeutend damit, daß für alle 
Le La 


(11”) lim Am —0 (p) 


n—=-+00 
ist. Denn zunächst ist 
sms 


Aus (11’) folgt daher (11”). - | 
Ist umgekehrt (11”) erfüllt, so kann man zu einem beliebig 


groß vorgeschriebenen m die Zahlen n,, %2,,....N,-, so bestimmen, 
daß für 1 = 0,1,2,...m-—1 
Ar Zn" >=(p). für allen = 


ist. Setzt man dann 

Mm, a8 Max (R, N,, eh Na-ı)ı 
so wird | | 
AS np) turalle Ze 125 
und für alle n = m, erfüllt sein, d.h. es ist 

h,Zzm für ale nm, 


was genau dasselbe wie (11’) besagt. 


EN 


Allgemeiner heißt die Folge (10) überhaupt konvergent, wenn 
es eine ganze Funktion 


ö O0 
(12) 98, &5,P) = ZuN® (P) 
gibt, so daß 
(12') lim (9 (@, €, pP) ER I (x, &, p)) Br 0 (2) 
n= +00 


ist. Dann wird 


(12°) im sp) = y@&P) (P) 
n=-00 
gesetzt. Hierfür ist notwendig und hinreichend die Bedingung 
(13) lim (9.4 (& & P)— 97 (%, & P)) = 0 (P) 
N—= +00 


Denn bezeichnet jetzt A, die Höhe der Differenz 


I&, & P)— 9n(&, &, P) 
so ist (12’) gleichbedeutend mit 


lm = to. 
n=-+0 
- Dann aber ist auch 


lim Min(h,,h.) = +9, 
n= 00 
und da | 
In (® 8, P)— 92 (8, & 2) = (9 (X, &,P) — 9, ®, &P)) + (9u41 (® 8,2) 9 (@, 8, P)) 
mindestens die Höhe Min(h,, h,,,) hat, so gilt auch (13). 
Ist umgekehrt (13) erfüllt, so ist für jedes 2 = 0,1, 2,... 


lim (Aut _ Aw) PER 0 (p). 


Nn= + 00 


Das aber heißt, daß für jedes / die unendliche Reihe z-adischer Zahlen 
0,0) 
A”+ Din (At ER A») 
n 


gegen eine eindeutig bestimmte z-adische Zahl 


(14) Ah hm AR Stp) 
nN=-+009 
konvergiert, die natürlich eine ganze Zahl ist, weil alle A’ ganze 
Zahlen aus K(e, p) sind. 
Die Koeffizienten (14) bestimmen eine ganze Funktion (12), 
für die (12) erfüllt ist. Also ist (12°) auch eine Folge von (13). 


Straßmann, 5) 


a nt 


Satz 13: Eine unendliche Reihe von ganzen Funktionen 
oo 


(Fb) =: Di: (2, &, P) 


konvergiert dann und nur dann gegen eine eindeutig bestimmte 
ganze Funktion $ (x, &, p), die dann ihre Summe genannt wird, wenn 


(11) lim In (2, &, P) —= 0 (D) 


n=-+00 
ist, oder was auf das Gleiche hinauskommt, wenn 


(11’) | im h, = +0 


A 
n—=-+00 


ist, wobei A, die Höhe von g,„(x, &, p) bedeutet, und zwar ist dann 


Minh, 
(16) S(@, 8, P)—S,(&, 58 P) S=" 7" (Kle, p)) 
wenn 
: : 27 
(17) S, (2, &, p) Fe > 9;(%, &, p) (ß) 


den n-ten Näherungswert der Reihe (15) bedeutet. 


Beweis: Der erste Teil von Satz (13) folgt sofort, wenn man 
die eben bewiesenen Tatsachen auf die Folge der Näherungs- 
funktionen (17) anwendet. Der zweite Teil folgt so: Es ist für 
jeder 129... | 

| Min h,, 
(18) Sl 50) Im, no) DR" Su" (Kap). 
Wäre nun | 
Minh, : 
(19) sw), map) Era">" (Ken), 


so würde die Addition der Differenzen 9) und (18) für: —=1.2,3,. 
ergeben, daß 

Min h, 
(19) S (x, &,P) - 8,,(&, &P) > zen (K(&, p)) für allen’ > n 


sein müßte, was zu 


55) = im SulasP) (P) 
Be 
offenbar in Widerspruch steht. 
Um auch unendliche Produkte von ganzen Funktionen bilden 
zu können, braucht man den Begriff der Einseinheitsfunktion. 
Eine ganze Funktion H(z, &,p) heißt eine Einseinheitsfunktion, 


FR 1 


wenn 
(20) H@sp)—1l=g@&P) (P) 
eine Funktion von positiver Höhe ist, sie heißt vom Grad % (mindestens 
vom Grad %k), wenn g(x, &, p) die Höhe % (mindestens die Höhe X) hat. 
H(x, ep) ist dann und nur dann eine Einseinheitsfunktion, 
wenn ihr konstantes Glied eine Einseinheit ist. Jede Einseinheits- 
tunktion ist also gewiß eine Einheitsfunktion. 
Ist H(x, &, p) eine Einseinheitsfunktion vom Grad %k, so gilt 
das Gleiche von der zu ihr reziproken Funktion. Denn ist 


(21) H(a,s,p) = 1+9,8,P) (P) 
und 


| E'(@,&,p) =1+9'(&, 8,9) () 
die zu ihr reziproke Funktion, so muß 
(1+g9(®, &, 2)) (EEE (X, &, p)) —1 (P); 
ws) trennen 0 
sein. Daraus aber folgt 


42, &p)| 
l 9’ (&, &, P) 


also 


und gg‘, €, p)| 
19 (8, &, p) 
d.h. 


URCZE IE DES ae DEN) 
Also unterscheiden sich g(&, 8 p) und g’(x, 8, p) multiplikativ nur 
um eine Einheitsfunktion, d.h. um eine Funktion von der Höhe 0 
und haben mithin die gleiche Höhe. | 
Im übrigen kann die zu H(z, g, p) reziproke Funktion auch ex- 
plizit in der Form einer konvergenten unendlichen Reihe 


oo 
21‘) H’(z, &,p) = 2 -Y sp (P) 
dargestellt werden. 
Sind 
Ed, H—=149 

zwei beliebige Einseinheitsfunktionen mindestens vom Grad %k, so 
ist ihr Produkt HH” ebenfalls eine Einseinheitsfunktion mindestens 
vom Grad %. Denn es wird die Differenz | 


HH’—1—= g+g”+99" (p) 
nach Zusatz 2 eine Funktion mindestens von der Höhe %. 


Zusatz 4: Die Einseinheitsfunktionen mindestens vom Grad %k 


bilden eine Gruppe. 
5* 


BEN er 


Satz 14: Ein unendliches Produkt von Einseinheitsfunktionen 


(2) II H@ sp 
ı—]1ı 


konvergiert dann und nur dann und stellt eine eindeutig bestimmte 
Einseinheitsfunktion H (x, g, p) dar, wenn 


(23) im u,@s)—=1 () 
n=-+&0 
ist, oder was auf das Gleiche hinauskommt, wenn 


(23)) lim k,— +00 


n= 009 


ist, wobei %, den Grad der Einseinheitsfunktion H, (z, &, p) bedeutet, 
und zwar wird dann 


Mink,, 
(24) H(2,2,P)-P, ss) Sa" (Klep) 
wenn 
N 
(22) P,(@, &P) = ‚UN® 82) (P) 
Ni 


den »-ten Näherungswert des unendlichen Produkts (22) bedeutet. 


Beweis: Die endlichen Produkte (22') sind sämtlich Eins- 
einheitsfunktionen. Sie konvergieren dann und nur dann gegen 
eine Funktion 


(22°) P(&&p)= lim P,@sP (), 
Nn—-- 09 
wenn | 
lim (PB, (X, &, p) Zr IH (X, &, p)) ver lim (H, (X, &, P) st 1) 1 (2, & p) 
Nn—= +09 N— FO | 
—0 


ist. Da P,_,(&, & p) von der Höhe O ist, tritt das dann und nur 
dann ein, wenn (23) erfüllt ist. Daß Pf(x, :, p) dann eine Eins- 
einheitsfunktion ist, ist selbstverständlich. Denn sonst würde für 
jedes » die Differenz 

P(e, &, De P, (2, &, P) 


eine Funktion von der Höhe O sein im Widerspruch zu (22°). Die 
letzte Aussage von Satz 14 folgt aus Satz 13 unter Benutzung von 


P,(&,,9)-P,, sp) OH,@&sP)-1Ia”" (KieD). 


fg 1: OR 


Hülfssatz 12: Ist H(z, &, p) eine Kinseinheitsfonktion vom Grad 
k, und c eine positive ganze rationale-Zahl, so ist (H (x, &, p))" eine 
Einseinheitsfunktion genau vom Grad % oder mindestens vom Grad 


k+i, je nachdem (c,p) = 1 oder ZR ist. 
Beweis: Ist 
H@,s,p) = 149 &5P) (), 


so ist nach Voraussetzung 9(z, &, p) von der Höhe X. 
Ist dann (c,p) = 1, so hat 


(Hz, &, p))" = 1409, 8. +(5)0°@ BA) 


nach Satz 12 den Grad k, weil cg(x, e, p) die Höhe %& hat, während 
alle folgenden Glieder mindestens die Höhe 2k= k+1 haben. 
Dagegen hat 


(H (2, & pP)’ = I+ pol, 8; »+(3) "+ tgl 6 P) 


mindestens den Grad k+1, weil alle auf 1 folgenden Glieder min- 
destens die Höhe %+1 haben. Die wiederholte Anwendung dieser 
beiden Tatsachen ergibt den Hülfssatz 12. 


Satz 15: Ist H(z, &, p) eine beliebige Einseinheitsfunktion und 
(25) | El ER 2 EN.) 


eine beliebige ganze rationale p-adische Zahl, so konvergiert das 
unendliche Produkt 


(6) _ (Ha, & 2) = u Has ae () 
‘und zwar ist für jedes n — Lg 1, 2, IF, 

em) : 
(26°) (Ha, & D) (Ha, 80) Se" (Keep), 
wenn 
(25°) a 2 a 


den »-ten Näherungswert von C in K(p) bedeutet. 


Satz 15 ist eine unmittelbare Folge von Satz 14 und Hülfs- 
satz 12. Als direkte Verallgemeinerung von Satz 15 ergibt sich 

Satz 15a: Sind H,,H,,.... H, irgend eine feste endliche Anzahl 
von Einseinheitsfunktionen und (,, (O,,... ©, m beliebige ganze ratio- 
nale p-adische Zahlen, deren n-te Näherungswerte 0%, 03”, ... C 
sein mögen, so konvergiert das unendliche Produkt der Rahel 
funktionen 


a es 
(27) | GG, Cm 


gegen eine eindeutig bestimmte Einseinheitsfunktion H(x, &, pP) und 
zwar wird für jedes n=0,1,2,3,.... 


a) Rz Om) R 
H m 3 at? 


(28) H— H, Hz2 m (Ks, p)) 


Läßt man für ein unendliches Produkt von ganzen Funktionen 
den Grenzwert O0 nicht zu, so konvergiert, wie leicht ersichtlich 
ist, ein unendliches Produkt von beliebigen ganzen Funktionen 
dann und nur dann, wenn es in ein endliches Produkt von von O0 
verschiedenen ganzen Funktionen und ein unendliches konvergentes 
Produkt von Einseinheitsfunktionen zerspalten werden kann. 

Die Konvergenz unendlicher Reihen und unendlicher Produkte 
von ganzen Funktionen ist stets unbedingt, d.h. unabhängig von 
der Reihenfolge der Summanden und Faktoren, wie aus dem zweiten 
Teil der Konvergenzsätze 13 und 14 folgt. 

Man kann die vorstehenden Sätze ohne Schwierigkeit auf 
mehrfach unendliche Reihen und Produkte ausdehnen, worauf in- 
dessen hier nur hingewiesen wird. | | 


Ss]: 
Die Zurückführung der ganzen Funktionen auf ganze 


rationale Funktionen und Einheitsfunktionen. 


Hülfssatz 13: Jede primitive Funktion vom Hauptgrad a ist 
einer ganzen rationalen Funktien a-ten Grades der Teilbarkeit 
nach äquivalent.. 


Beweis: Für a —= 0 ist der Satz trivial, weil jede primitive. 


Funktion vom Hauptgrad 0 eine Einheitsfunktion, also der Teil- 


barkeit nach äquivalent 1 ist. Es sei 
9 Pay. - 
D 91%, & P) = Seht () 


eine beliebige primitive Funktion vom Hauptgrad a > 0, also 
(1) A,Sn sl), Act.) 


Es sei ferner n irgend eine positive ganze rationale Zahl, und es 
sei die Existenz von n Gleichungen von der Form 


[4 &,®) z 
(2) I (2, €, p) E,(%, &, p) = Dt APac+ Du A (P) k= 1, 2, N 
0 a-+k 


BR 


bewiesen, wo die E,(x, &,p) Einheitsfunktionen und die A” ganze 
Zahlen aus K(e, p) sind. Dann besteht auch eine (»-+1)-te Glei- 
chung von derselben Form 


(3) 9(&, & P) Er (% & pP) = SA 4 3, 2 UND) 
a+-n+1 


wo E,,,(z, & p) ebenfalls eine Einheitsfunktion ist, und es ist 


N 
(8°) Fe (2, €, p)—E, (2, €, P) Bas A x | 


Denn bestehen die Gleichungen (2), so müssen darin die rechten 
Seiten primitive Funktionen vom Hauptgrad «a darstellen, weil 
nach Voraussetzung g,(x, & p) eine primitive Funktion vom Haupt- 
grad a und E,(x, e,p) eine Einheitsfunktion, also eine primitive 
Funktion vom Hauptgrad OÖ ist. Es ist also für ale k=1,2,... 


(K(e, p)). 


(2) Aa<z (ia, Ai (p) 
Ich betrachte dann im Fall » <a die Gleichungen 
= a tAn= 0.) 


4 ® 
(4) rt = 08) N ERREN 
1 


im Fall n> a die Gleichungen 


A + Aa = 0: 


D 
(#) = 2, An = i=2,3,...q 
Y 
Dar, — DE: (BP) "= a+tl,...n 


ya 


In beiden Fällen sind es rn lineare Gleichungen für die » Unbe- 
kannten &,, &,, ... x,, deren Koeffizienten ganze Zahlen aus K(e, p) 
sind, während die Determinante des Gleichungssystems den Wert 


Ge, PADAD...Am 
hat, also nach (2) eine Einheit aus K(e, p) ist. Die Gleichungen 


(4) bezw. (4’) besitzen daher ein eindeutig bestimmtes ganzzahliges 
Lösungssystem in K(e, p), das durch 


(6) 2, Br (p), kh=:1,.27..38 


bezeichnet sein möge. 


REDEN 


Die Anwendung von (2’) auf (4) bezw. (4) ergibt ferner für 
die Größen (6) 


Br Sm HB, Dis 
' VDE 2 (n) (n) 
(6°) Ben DT, Bas Fe Dia (P) 
(n) 3 Mae FB (n) 
a [a] T , 228 N BU ’ en. a+1 R IE, 


und Ran 


(7) Ba 4 (p) BEI 


Narr man nun 


8) Bu@sp) = Es p)- > BO ET E.(@,8P) () 


so wird die Differenz 
k—1 N 
ent el 

A (Ks, P)) 


Min | 
9) En 5 P)- BE, HP) SR 


eine ganze Funktion mindestens von der Höhe et Als dh: 


(10) Be (%, € ‚P) 3 E, (7, & p) +E ee (X, &, P) 4 10h (X, & P)) (P) 


ist nach Satz 12 ebenso wie E,(x, ep) eine Funktion von der 
Höhe 0, d.h. eine Einheitsfunktion und es gilt für sie die Bezie- 
hung (3’). Gleichzeitig ist aber für sie die ns: (5) erfüllt. 
Denn setzt man 


9,0) 
(11) Io (X, &,P) Dr (2, &, v) ar 2% I; © (P) 
0 


so haben die Koeffizienten: I vermöge (8) für n = a die Werte 5 


RER (n) (1) DR) 
12) ER DER > A, B; 
(D) 
ER (k) (n) ne 
1 RT ER S Aeksı B; E Fe 2, d, Th 
1 
für n>a die Werte 
(N) (1) DR) 
Daun Be: As B; 
/ En (k) (N) ’ Tan 
(k) (n) Les 
BR N  oe Sn Al. BD, v—=a+]l,...n 


"—a 


ee 


wobei nur die Werte von I, für 2 =a+tl,a+2,....a+n an- 
gegeben sind, da es auf die andern für den Beweis nicht ankommt. 
Gemäß der Wahl der B}'’ werden alle diese » Werte IT, = (0, und 
damit ist die Gleichung (3) unter Voraussetzung der Gleichungen 
(2) bewiesen. 

Nun besteht die Gleichung (2) jedenfalls für % = 1, denn in 
diesem Fall genügt es bereits E,(x, 8 p) = 1 (p) zu setzen. Also 
gilt eine Gleichung von der Form (2) für alle = 1,2,3,... 
Dabei genügen die gewählten E,(x, s, p) der Bediugung (3’). Es 
wird also | 
(13) lım (Ein (& & pP) — E,®, & Pp)) = 0 (P) 

Nn=- 0 
d.h. sie konvergieren gegen eine eindeutig bestimmte Einheits- 
funktion 


(13%) E@,sp)= lim E,(as9 () 


n= +00 


Für diese Einheitsfunktion wird das Produkt 


(14) 9. (8, &,P) E(z, &,p) = Di, (p) 


eine ganze rationale Funktion vom a-ten Grade. 
Denn wäre für irgend eins>a 


AÄouz’+0 (p 


so würde für jedes n >s-a in der Differenz 
(5)  9@ 3 P)(Ea, & P)— E,@ &p)) = > And (P) 


(15’) Am N A, Ur ds (p) 


sein, also könnte die Höhe der Funktion (15) niemals den festen 
endlichen Wert a,+s übersteigen im Widerspruch zu (13). D.h. 
(14) hat die Form 


ER 
(14') 9.8, & P) El, &,p) = 2 A,  (P) 
wobei 

(14”) A, re A RR A, 1 (p) 


ist, weil die linke Seite von (14') eine primitive Funktion vom 
Hauptgrad a darstellt. 


— 1714 — 


Ich nenne eine ganze ganzzahlige rationale Funktion von x in 
K(&, pP) 


N 
(16) I A,x 
0 


spezifisch primär, wenn der Koeffizient der höchsten Potenz von & 
(16') ; Aa 

eine reine Potenz der zugrunde gelegten Primzahl x ist und 
(16°) A; 0.5.19) 

für alle <n gilt. 

Satz 16: Jede primitive Funktion vom Hauptgrad a>0 und 
der Ordnung 5b ist einer und nur einer spezifisch primären ganz- 
zahligen ganzen rationalen Funktion der Teilbarkeit nach äqui- 
valent. Der Grad dieser ganzen rationalen Funktion ist a, der 
Koefizient von x* 1, alle AuIEER Koeffizienten durch x, das kon- 
stante Glied genau durch x’ teilbar. 


Beweis: Multipliziert man die beiden Seiten von (14) mit 
der Einheit A;', so ergibt sich eine Gleichung 


x Says 
(17) 9.(&, & 2) E(x, &p) = > AN +22 .(p) 


und darin steht rechts eine primitive Funktion vom Hauptgrad «a 
und der Ordnung 5b, wenn g9,(#,&,p) die Ordnung b hat. Die 
Koeffizienten genügen daher den Bedingungen 


(17’) ASa (I<a, Ara’ (p). 


0 
Umgekehrt ist (17) die einzige spezifisch primäre Funktion, der 
9,(&, &, p) der Teilbarkeit nach äquivalent sein kann. 

Denn eine spezifisch primäre Funktion von der Form (16) mit 
den Beziehungen (16’), (16°) hat den Zahlenteiler x‘. Soll sie pri- 
mitiv sein, so muß c= 0 sein. Dann aber wird A, =1, während 
alle übrigen Koeffizienten A‚ASz (p) sind. Soll sie daher den 
Hauptgrad a haben, so muß n = a sein. 

Gäbe es also noch eine zweite spezifisch primäre Funktion, 
die g,(z, &, p) der Teilbarkeit nach äquivalent wäre, so hätte sie 
die Form 


a—|]1 


(18) >. Na+a® (p) 


und es müßte die Differenz der beiden spezifisch primären Funktionen 


SE 


a—1 


(19) B2 (Ay — A!) a’ 


durch g,(x, &, p) teilbar sein. Das aber ist nur möglich, wenn sie 
identisch O ist. Denn ist 


(20) ws P) = wage &5P) (P) 
irgend eine von OÖ verschiedene ganze Funktion, und die primitive 
Funktion 9,(&, &, p) in (20) vom Hauptgrad «’, so wird 


(20') „waPg. ap) rip) (P) 
worin 9, (x, &, p) eine primitive Funktion vom Hauptgrad «+ a’ ist. 

In dem Produkt (20') kommt also stets das Glied x“*"** mit 
einem genau durch x” teilbaren also von 0 verschiedenen Koeffi- 
zienten vor. Da a+«@+s’=>a ist, so kann keine von 0 ver- 
schiedene ganze rationale Funktion von niedrigerem als dem a-ten 
Grade durch 9,(z, &, p) teilbar sein. 

Satz 17: Jede von O verschiedene ganze Funktion ist einer 
und nur einer spezifisch primären ganzzahligen ganzen rationalen 
Funktion der Teilbarkeit nach äquivalent. 

Beweis: Das Produkt zweier spezifisch primärer Funktionen 
ergibt wieder eine spezifisch primäre Funktion, wie sich sofort aus 
den Bedingungen (16), (16”) und der Multiplikationsregel für ganze 
Funktionen ergibt. Nun läßt sich jede von O0 verschiedene ganze 
Funktion in der Form 


(21) ws, P) = WER EP) (P) 

darstellen, worin g, (&, &, ?) eine primitive Funktion ist. Da 9, (x, &, p) 
einer spezifisch primären Funktion der Teilbarkeit nach äquivalent 
ist, folgt das Gleiche für g(x, g, p), weil =’x° selbst eine spezifisch 
primäre Funktion ist. g(&, &, p) kann aber auch nur einer spezifisch 
primären Funktion der Teilbarkeit nach äquivalent sein. Denn 
gäbe es zwei verschiedene spezifisch primäre Funktionen 


(22) 9m EP) vg@5P), Fr P) gm &P) (B) 


so hätten beide den Zahlenteiler n” und den Variablenteiler «°, 
d.h. es wäre | 


9(8,8,P) = Wa y,(a, &,Pp) 

g (0, 8,p) = ax g,(@, &, P) P) 

wo 9,(2, 82), 9,(&,&,p) primitive Funktionen sind, für die nach 
(21)—(23) 


(24) SEP HR 5P, HP 5P)  (P) 


(23) 


Be 


sein muß. Andrerseits wären 9, und g' beide von einander ver- 
schieden, und beide spezifisch primär, da sonst offenbar auch 9 und 
g' nicht beide von einander verschieden bezw. spezifisch primär 
wären. Das aber enthielte einen Widerspruch gegen Satz 16. 

Hiermit ist die Untersuchung der ganzen Funktionen auf die 
der ganzen rationalen Funktionen und der Einheitsfunktionen zu- 
rückgeführt. Jede Einheitsfunktion E(x, 8 p) endlich gestattet 
noch eine einfachste Darstellung als unendliches Produkt in der 
Form 


BD  Euan)-B,lL(i+Be) () 


worin die B, eindeutig bestimmte ganze Zahlen aus A(s, p) sind 
und speziell B, eine Einheit ist. 

Satz 17, E das Analogon zu einem Weierstraß’schen Satz 
aus der Funktionentheorie im Gebiet der »-adischen Zahlen bildet, 
führt jede ganze Funktion in X(e,p) auf eine Form zurück, die 
als ihre algebraische Normalform bezeichnet werden kann. Für 
besonders einfache Funktionen, nämlich für alle primitiven Funk- 
tionen von der Ordnung 1 gibt es auch eine w-adische Normalform. 
Ich nenne eine ganze Funktion 


(26) Ve > Aa () 


x-adisch normiert, und bezeichne sie mit N(«, &, p), wenn ihr kon- 
stantes Glied 


(26) A=ax2 () 
ist, und alle übrigen Koeffizienten | 3 
(26°) =nm.®) 1 


.p’—1-te Einheitswurzeln oder O sind. 

Satz 18: Jede primitive Funktion g,(x, 8, p) von der Ord- 
nung 1, ist einer und nur einer x-adisch normierten Funktion 
N(x, &,p) der Teilbarkeit nach äquivalent. Ist g,(z, 8?) vom 
Hauptgrad a, so hat N(«, &, p) die Form 


"oo 
(27) Nasp) = atma+ Dune () 
a+l 
worin die 9’ —1-te Einheitswurzel 7° durch die Kongruenz 
(27) = Na: (x) 


A 


0 


bestimmt ist, wenn 


oo _ 
(28) 9% 5,P) = A Aa’ (P) 
0 
ist. 
Beweis: Ist (25) eine primitive Funktion vom Hauptgrad « 
und der Ordnung 1, so ist 


(28°) A,v1l Asa (<a), Awnr (p) 
also | | 
(25°) Kerr rrtn), 


wo E, eine z-adische Einheit aus X(e, p) bedeutet. 

9,(%, & p) ist dann und nur dann einer x-adisch normierten 
Funktion der Teilbarkeit nach äquivalent, wenn es eine Einheits- 
funktion | 


e,®) 
(29) i Ex, €, p) ER > B, x (P) 
gibt, so dab 
r 009 i 
(30) 9,8, &,p) E(a, 5 pP) = 22 M%  (P) 


ist, worin die 7, 9’— 1-te Einheitswurzeln oder 0 sind. Es müssen 
sich also ganze z-adische Zahlen B, in X (s, p) finden lassen, von 
denen speziell B, eine Einheit sein muß, so daß die Gleichungen 


(31) AB =x 
m. (P) 

(32) P2 A, B-ı — Nm Mm = T, 2, 3 N 
0 


bestehen, worin die 7, p’—1-te Einheitswurzeln oder O sind. 
Das ist in der Tat möglich und nur auf eine Weise. 
Durch (31) wird B, eindeutig als die zu E, reziproke Einheit 
E) bestimmt. Da ferner die p’—1-ten Einheitswurzeln und die 
0 ein volles Restsystem der ganzen Zahlen mod x bilden und 
A, vxz(p) ist, so definiert sich durch (32) für m = 1 zunächst n, 
eindeutig durch die Kongruenz 


(33) n=AB (m) 
_ und wenn n, bestimmt ist, B, durch die Gleichung 
(34) AR m 


FOR 


0 


er Ha 
eindeutig als ganze Zahl aus K(e, p), weil n, — AB, 9x (p) und 
A, az (p) ist. 
Sind allgemeiner schon durch die Gleichungen (32) für 
MED : 


N B,, Na» B,, or Nnı B, 


eindeutig bestimmt, und zwar n,, 1, -.:7, als p’—1-te Einheits- 

wurzeln oder 0, B,,B,,...B, als ganze Zahlen aus K(e, p), so er- 

gibt (32) fürm = n-+1, da A,B,.,8” (p) sein muß, die Kongruenz 
nt1l. 

(33°) Nr = >, A, BR (7) 


Hier sind nach Voraussetzung alle Größen auf der rechten Seite 
bereits als ganze Zahlen aus X(s, p) eindeutig bekannt, also 7,,, 
als 9°—1-te Einheitswurzel oder 0 durch (33’) eindeutig bestimmt, 


während dann weiterhin B,,, aus der Gleichung 


n+1l_. 
Nat 7 2, A, Ba 


Ey RER = 
A 


0 


(84) B (P) 
wegen 


n-+1l 2 
Nat: > A ans ımT; As Get (p) 


eindeutig als ganze Zahl aus K (£ p) bestimmt wird. 


Das Verfahren ist also unbeschränkt fortsetzbar und ergibt 
eine eindeutig bestimmte Einheitsfunktion E(z, e, p), für die eine 
Gleichung von der Form (30) besteht. 

9,(%, 8 p) ist also einer z-adisch normierten Funktion N (z, &, p) 
der Teilbarkeit nach äquivalent. Die Eindeutigkeit des Verfahrens 
beweist gleichzeitig, daß sie auch nur dieser einen x-adisch nor- 
mierten Funktion äquivalent ist und daß zwei verschiedene z-adisch 
normierte Funktionen niemals einander der Teilbarkeit nach äqui- 
valent sein können. Da g,(x, &, p) eine primitive Funktion vom 
Hauptgrad a ist, gilt das Gleiche von der ihr äquivalenten Funktion 
N(x,e,p). Da die »’—-1-ten Einheitswurzeln Einheiten sind, 
müssen daher die Koeffizienten 


(35) 1,59) m—=1,2,..0-1% 


sein, während 
„= m 


SEO 


eine p’—1-te Einheitswurzel ist, die der Kongruenz 


| A ER | 
(85) "= DAB,=AB= It 

0 0 
genügt, wie die Verbindung von (28’), (31) und (32) für m = a 
ergibt. 


Damit ist Satz 18 vollständig bewiesen. 


$ 12. 
Die Lösungen der Funktionalgleichung 
Fa = ta’rpup (p). 
Für die Aufstellung des m-adischen Körpers K(e,., p) der 
p"-ten Einheitswurzeln ist die Betrachtung der Funktionalgleichung 


GER f’ (©, pP) = fla’+pa,p) (P) 
von grundlegender Bedeutung. Es gilt darüber der folgende 


Satz 19: Die Funktionalgleichung (1) besitzt im Bereich der 
ganzen Funktionen von « in X (p) eine und nur eine Lösung von 
der Form 


Br fen) = 1+0+ Zi ha ): 


Die sämtlichen Lösungen der Gleichung: (1) im Bereich der ganzen 
Funktionen von x in X(p) sind alle und nur die Funktionen 


(3) f,(&, p) = Et (f (x, p))° (P) 

worin &,_, eine primitive p— 1-te Einheitswurzel bedeutet, a jeden 
der Werte 0,1,...92—2 annehmen und Ü jede beliebige ganze 
rationale p-adische Zahl sein kann. 


Beweis: Setzt man 


4) f@,») = > Aa (p) 


worin die A, irgend welche ganzen rationalen p-adischen Zahlen 
bedeuten, so ist die Gleichung (1) gleichbedeutend mit der Forderung 


(1) I (&4@) Ex St A,(@’+ pa) (P). 
0 : 0 


Setzt man also die ganzen Funktionen der linken und rechten 
Seite von (1’) 


2 Re 


[6'%) | p DO 
(5) 2 A) — Sm B,, 0" 
0 Ö 
5 ae (P) 
(6) ZA @+pa) = Dml„a” 
Ö ) 


so ist die Forderung (1’) gleichbedeutend mit den Gleichungen 
(7) BD FE Q, (P) ZZ 0, 1; 2, RR 
Nun wird aber 


0.) m 
Ö Si Aa = (Sr Aa) +a"t ge, 2) 
0 0 
oo m (P) 
©) BiAte tra) = (Zi Ate’+pa))+2" nn 
0 DR: 


wo 9,(&,p) und g9,(x,p) ganze Funktionen von © in K(p) sind, 
und es folgt daraus, daß die Koeffizienten BD, und Ö, von «&” ın 
(5) und (6) gleichzeitig die Koeffizienten von x” in den endlichen 
Ausdrücken 


m pP 
(8°) | DA, 2) 
0 
und 
Mm 
(9) Du A, + pr) 
0. 


sind. Diese sind aber sehr einfach durch die Polynomialkoeffizienten 
auszudrücken. Es ergibt sich aus (8) 


(10) Be > 4 Ai... 


oe. t, 


worin die Summe auf der rechten Seite über alle diejenigen Wert- 


systeme i,,i in, Is, ... l, zu erstrecken ist, für die 


1=>NMmt,2%,%.- 2) 
+, +: +4, =p 
Ver uzeseh 

Wh, +, +. +4, = m 


(10) 
ist. Dagegen wird für l = 0,1,2,...m. 


I l E 
Al +p2) = Nil, Pia” 


aa WETTER We 
E; 


a N nal 
Die Potenz x" kommt in dieser Teilsumme also nur vor, wenn 
m=1+ip-1). 0<i<sI 


ist und hat dann den Koeffizienten 


us ip — v) EEE 
m-i(p-VD* 


m— ip 


Hierin muß von selbst m Zip, also ? = rs sein. Es folgt daraus 


durch Summation über alle = Q,1,... m 
Does rue 2,, 
0 m— ip 
Für m = 0 ergibt sich B, = 43, 6, = 4,(p) also nach (7) 
(12) As: = 4, 5(2) 
eine Gleichung, die außer der trivialen Lösung A, = 0, die von 
vornherein ausgeschlossen wird, alle und nur die Lösungen 
(12%) Ä Arsele (p) a=0(,1,..p—2 
hat, wo &,_, eine primitive p —1-te Einheitswurzel bedeutet. Alle 


diese Lösungen liegen in X (p), A, mag irgend eine von ihnen be- 
deuten. 
Für m = 1 wird 


und 


sodaß die Gleichung 
REN DE 
für jede ganze Zahl A, aus X(p) erfüllt ist. 


‚Es bedeute jetzt m>1 irgend eine ganze rationale Zahl und 
es sei vorausgesetzt, daß für alle m’< m bereits die Zahlen A, 
als ganze rationale p-adische Zahlen so bestimmt sind, daß die 
Gleichungen 


(7') B EEE On (p ) 
für alle m’ <m erfüllt sind. Dann gibt es eine und nur eine, 
ganze rationale p-adische Zahl A,, so daß auch 
(7) : 2; u: OÖ, (p) 


Straßmann. 6 


EEE RR 1 SEE 
ji SE rd en 


er 
ist. Denn dazu ist notwendig und hinreichend, daß 


3) s([, 2 aaa 


be Ih 
rn © 


DE 


ist. Es sei zunächst (m, p) = 1, also Er ee 


Dann ergibt sich eine Gleichung 
(13°) p.g9(4A, A, ee ei +D-A,, 
— MAntPp- IA Any... Am) (P) 


worin 9(%,, --- %,_,) und 9,(%,, y ganze rationale Funktionen 
der m Variabeln x,,... ,_, mit ganzen rationalen Zahlenkoeffi- 
zienten bedeuten. Denn auf der linken Seite von (13) kann A, 
nach den Bedingungen (10’) nur fir, = p-L,i,=1; 1=0, 
!, = m auftreten und hat also den Faktor ; #2 1 ı) Are, 
Im übrigen treten aber nur Produkte von canzen positiven 
Potenzen von A,, A,,.:. A„_, auf mit durch » teilbaren Koeffi- 


Km- 


zienten, weil alle Polynomialkoeffizienten \ ” ) durch p 
132.229 Zen 

teilbar sind. Das wäre nach den Bedingungen (10°) nur für , =p, 

Be _ nicht so. Aber dieser Fall kann wegen (m,p) — 1 nicht 


eintreten. 
Ebenso tritt auf der rechten Seite von 13. A, nur auf für 


— (0 mit dem Faktor (1) p” = p" versehen, alle andern Glieder 


sind positive Potenzen von A,, A,, ... A„_, mit durch p teilbaren 


Gliedern, weil N eine ganze Zahl und 


m— ip 
iD ZZ 5 :D< 23 ZN 

P= » p v p 
also »”"? durch p teilbar ist. Te 
Ist dagegen (m, p) = p, so tritt zu den Größen (13’) auf der 
linken Seite noch | 


(? | A, = Al 
P 


.D: 


s|s 


und rechts (für ö =.) A, hinzu. Für A, ergibt sich daher 
4 


(15). 4, = InlAry Ay, An) 9A, Ar rn Aman) 


im Fall (m, p) = 1 


E 9; (A,, Ay; u A) FULAR us er H,) 
En 


En 3277 er ( p) 


als eindeutig bestimmte ganze Zahl aus K(p), weil nach Voraus- 
setzung A,, 4,, ... A„_, eindeutig bestimmte ganze Zahlen aus 
K(p) sind, während der Nenner zufolge m >1 eine Einheit ist. 


1 A 


m 


Im Fall (m, p) = p dagegen wird 


Mia: Am 
m—1 nE Pr ws ” 
ER BE 27) 
und auch hier wird A, eine eindeutig bestimmte ganze Zahl aus 
K(p), weil jede ganze rationale p-adische Zahl, also auch Am der 


m 


Kongruenz 
—-x2=0 (p) 
genügt, und daher der erste und zweite Bruch auf der rechten 
Seite von (15) ganze p-adische Zahlen sind. 
Wählt man also A, als irgend eine p—1-te Einheitswurzel, 


- A, als irgend eine ganze rationale p-adische Zahl aus, so lassen 


sich nach dieser einmal getroffenen Wahl weiter sukzessive auf 
eine und nur auf eine Weise ganze Zahlen A, aus K(p) für 
m—=2,3,... bestimmen, so daß die Gleichungen (7) für m =0,1,2, 3... 
erfüllt SHE d.h. daß die ganze Funktion von x in K(p) 


(16) f&,p) = I: ıA,® (P 


eine Lösung der Funktionalgleichung (1) ist. Die Gleichung (1) 
besitzt daher speziell eine und nur eine Lösung der Form (2), in 
der die beiden ersten Koeffizienten den Wert 1 haben. Wird 
diese durch 


oO 
(2) ee) 
bezeichnet, und bedeutet a eine beliebige der Zahlen 0, 1,...2—2, 


und (Ü eine beliebige ganze rationale p-adische Zahl, deren n-ter 
Näherungswert durch C” bezeichnet wird, so folgt aus der Gleichung 


(17) Ba,p) = hla’+pr,P) (P) 

"auch 

Br = ef @rtpe,p) (p) 
6* 


d.h. jede Funktion 


0" 
(19) Ina 5 P) = h (SP) 
st ebenfalls eine Lösung von 3 
Daraus aber folgt das Gleiche für die Funktion 
fa») = S.lloP) (). 
Zunächst nämlich sind /,(z,p) und f,(=&’+p»x,p) Einseinheits- 


funktionen, also konvergieren die unendlichen Produkte f(x, p) 
und fC(x"-+px, p) nach Satz (15) und zwar ist 


ER (2) — fe (2?, p) Ro pp" (Kp)) 


(20) C cw BEN e: 
fh @’+p%,P)-h, @’+paP) Or” (Ki) 

also auch 

c % 3% n+2 

(21). - hr &P)-h "PSP" (Kip)) 

weil 


eo (2, 2)— fe "(@, p)| 
| Fra p-fr ?@,p) 


ist. Aus (20) und (21) folgt durch Multiplikation mit &,_, 
(22) FW) -R. Sp 

f(@”+p%, P)-f..@’+ pr, P)DP" 
und die Subtraktion ergibt, weil /,.(%, ?) eine Lösung von (1) ist, 
(23) Pa,» -fa@’+pr pop" (Kip)). 


Die Funktion auf der linken Seite von (23) ist eine eindeutig be- 
stimmte ganze Funktion in X(p), die entweder von endlicher Höhe 
oder OÖ ist. Da ihre Höhe A nach (23) größer als jede noch so 
groß vorgegebene ganze Zahl n ist, folgt = + oo, also 


(23°) [’(&,p) = fla’+px,p) (p). 


Die Funktion (3) ist also auch eine Lösung von (1). In ihr ist 
‚die allgemeinste Lösung von (1) im Bereich der ganzen Funktionen 
von z in K(p) enthalten. Denn f, (x, p) hat die Form 


(K.(p)) 


ne 

24 Flop) = ri = "(@, pP) = 8,4% ,.0N 54 DI A,,8  lB) 
9 

und aus 


fa) = lim f,laP). () 
n= X 


folgt 
per 3 009 -_ 
(25) f&,p) = 8, +8%-,. (+ DA. 
2 


Läßt man unabhängig von einander a die Werte 0,1,...92-2, 
C alle ganze Zahlen aus K(p) durchlaufen, so durchlaufen eben- 
falls unabhängig von einander &;_, alle p—1-ten Einheitswurzeln, 
&_,0 alle ganzen Zahlen aus K(p), mithin erhält man hier alle 
möglichen Wertsysteme A,. A,, die für die Lösungen von (1) in 
Frage kommen, und jede nur einmal. Da es zu jedem solchen 
Wertsystem A,, A, nur eine Lösungsfunktion für (1) gibt, so ist 
hiermit Satz 19 vollständig bewiesen. 


Ill. Kapitel. 
Anwendungen. 


8 13. | 
Der Variabilitätsbereich von &. 


Um die im vorigen Kapitel in den Grundzügen entwickelte 
Theorie der ganzen Funktionen für die Untersuchung x- adischer 
algebraischer Zahlkörper zu gebrauchen, ist es notwendig, die 
Variable x durch geeignet gewählte x-adische Zahlen zu ersetzen. 

Ich definiere allgemein für die ganzen Funktionen von & in 
dem beliebigen w-adischen algebraischen Körper K(e, p) 


(1) g(, &,P) = > A,d (P) 


als Variabilitätsbereich von x die Gesamtheit aller z-adischen 
Zahlen von positiver Ordnungszahl in einem beliebigen zweiten 
x-adischen algebraischen u K(e', p). 


Es sei 
(2) K(&) = K(e) K(e') 
der aus K(e) und K(e’) zusammengesetzte algebraische Körper, also 
(2) K(e,p) = Kl p)Kiep) () 


der aus K(e,p) und K(e', p) zusammengesetzte z-adische algebraische 
Körper. Die in den drei z-adischen Körpern zugrunde gelegten 
Primzahlen, die wieder als algebraische Zahlen ausgewählt werden 
können, seien mit x, x’ und x” bezeichnet, sodaß in K(e”, p) die 
Beziehungen 


(8) an, "S«“ 


gelten. Unter x, sei eine beliebige Zahl des Variabilitätsbereichs 


von & Er berdey: also irgend eine Zahl aus K(e', p), die der Be- 


ziehung 
(4) USER“ (B 


genügt. 


Kl .. Be, : \ 4 
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Satz 20: Ersetzt man die Variable x durch irgend eine Zahl 
x, des Variabilitätsbereichs von x, so geht jede ganze Funktion (1) 


von in K(s, p) in eine eindeutig bestimmte ganze Zahl aus K(e”, p) 
über und zwar wird für jedes »n —=0,1,2,3,... 


(5) IP) Ha"  (D) 
wenn unter 

” 
Ss ao) = NA (W) 


der n-te Näherungswert von 4(&, &, p) verstanden wird. 


Beweis: Ersetzt man in (1) & durch «,, so erhält man eine 
konvergente unendliche Reihe von ganzen Zahlen aus X(e”, p) 


[0,®) 
(6) IE, 2 Aa (P) 


Denn jeder einzelne Summand A,a‘ ist ein Produkt von ganzen 
Zahlen aus X(e”, p), also selbst eine ganze Zahl dieses Körpers 
und wegen 


(6°) Ach nor 

ist 

(6”) im As Im a”=0 (), 
Nn= +00 Nn— 09 


was genau die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Konvergenz der Reihe (6) ist. g(x,, &, p) ist also eine mit A, und 
x, eindeutig bestimmte ganze Zahl aus K(e”, p), für die gleich- 


oO 

zeitig die Ungleichungen (5) bestehen. Denn »: A,«l ist eine kon- 
nl 

vergente unendliche Reihe von lauter durch x””*' teilbaren Zahlen, 


ist also selbst durch x’”*: teilbar. 


Satz 21: Besteht zwischen irgend welchen ganzen Funktionen 
in K(e, p) 


(7) 9,2, & D), (8, & 2), --. 92(2, & 2) 

eine Gleichung von der Form 

(8) R(g,(@, &5P), 8 &P), --- ga, 5 pP) = 0 (D) 

worin R(x,,%,,...%,) eine ganze rationale Funktion von &,,%,, :.. % 


mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet, so besteht auch 
zwischen den ganzen Zahlen aus K(e”, p) 


(7°) 9,1 & P), las & P)s -- Ialkıı & 2) 


die Gleichung in K(e”, p): 


8) Ras & PD), Ran & PD ga, &P)=0 (M) 
wenn x, eine beliebige Zahl des Variabilitätsbereichs von & ist. 


Beweis: Es seien 
oO e,@ 
(9) 9%, 5,9) = > Aa, asp) = 2, A® (P) 


zwei beliebige ganze Funktionen von x in K(e,p). Aus den Defi- 
nitionsgleichungen (2)—(5) in $ 9 für die Gleichheit, die Addition, 
Subtraktion und Multiplikation ganzer Funktionen folgt: 

Ist | 


(10) 9ı@,s,P2) =0 (p), ao A=0 (p, 1=0,12%,... 
so ist auch | 

(10) yes) —=0 (M- 

Ist 


ıh san r@sn, aA 
so ist auch 
(11) 9%, &, p) AB 9%, &, D) (P). 


Bedeuten ferner für den Augenblick für variables & 


9 
(12) tg) = N(AFA)E, 
0 
0,0) En 
(13) [9 g] = Im \; DE A, A, = 
0 üe+k=m 


die Summe (Differenz) und das Produkt der Funktionen g und y' 
und werden die n-ten Näherungswerte der Funktionen durch den 


oben angefügten Index n bezeichnet, so wird für «= = x, 
14) g + g’ ne (y® + 72 es (g N + 0 

Ar [g + 3® ze (y— 9”) + (0.-.9®), 
woraus | 
(12) gg = lm Es” = (tg) 


N = 009 
folgt. Dagegen wird ebenfalls für x = x, 
s)-9 = (ag) les)”)+(las)” —- 9” g"”) 
(15) = 
III) Ne 
und hieraus folgt, weil 


RL RREN 


ud > ac u 


für beliebiges », d.h. 


FENDT Fa 


[a g' |” — 0% a” ER S, A, A} 2 > Phil, (p) 
i+H+kznHtl 
iZSnkzn 
und die übrigen Größen auf der rechten Seite von (15) ebenfalls 
kleiner als x”" werden 


BOTH. (P) 


(13) 00, SR 
fur  Sch 

Die Tatsache, daß aus den Gleichungen (10), (11), (12), (13), 
die Sssschenfen Gleichungen (10), (11'), (12), (13'), ei 
werden können, ergibt in wiederholter Anwendung den Satz 21. 


Satz 22: Ersetzt man die Variable x durch eine beliebige 
Zahl «, des Variabilitätsbereiches, so geht jede ganze Funktion 
von der Höhe A in eine mindestens durch x”” teilbare Zahl, jede 
Einheitsfunktion in eine Einheit, jede Einseinheitsfunktion vom 
Grad %k in eine Einseinheit mindestens vom Grad % über. 

Aus den Limesgleichungen für die ganzen Funktionen 


(16) im sp) =0 (). 
n= +0 
. (17) lim fn(&; €, P) 777 f(®, &, p) (P) 
n=-+ 009 


folgen für die entsprechenden Zahlen die Gleichungen 


(16') Im‘ 9,@,8P):= 0: :(P), 
n=-00 
(17') lim E (2; &, pP) = f(& €, p) (P): 
N nv = oO 


Beweis: Ist 
[0,e) 
9(@,8,Pp) = DAX (P) 
0 


von der Höhe h, so ist für jedes Z<0 A,<a’”” (p), also nach 
9, ) Au Sa” (P). 
Die Reihe 


es) 
98, 5P) = zhr (P) 


ist daher eine konvergente Reihe von durch r”" teilbaren Zahlen 
und daher selbst durch x”” teilbar. 
Ist E(x, e, p) eine Einheitsfunktion, so gibt es zu ihr eine 


ER ONTE 
ee ganze Funktion E’(x, g, p), so daß 


EmspE@wsp)—1 () 
ist. Dann aber gilt auch die Gleichung 


Ei, Es) =1 
d.h. E(x,, ep) und E'(#,, e p) sind zueinander reziproke ganze 
Zahlen aus K(e”, p) und müssen daher beide Einheiten sein. 
Ist H(z, e, p) eine Einseinheitsfunktion vom Grad %, so ist 
H(x, &, p)— 1 eine ganze Funktion von der Höhe %, also - 
H(x,, &p)— 1 eine mindestens durch x” teilbare Zahl, d.h. 
H(x,, &p) eine Einseinheit mindestens vom Grad X. 
Haben ferner g,(x, &, p) und f(x, &, p)—f„(x, &, p) die Höhen h, 
und h/, so sind die Gleichungen (16), (17) gleichbedeutend mit 


(18) im , = +, 
Nn— +00 

(19) lm Al= +. 
n=-+ 00 


Dann aber ist gleichzeitig 
! - „l n 
(18) 5) S®" 
! g . „hi 
(19) fu Phasen. Mm 


und die Verbindung von mit (18) bezw. von (19) mit (19) 
ergibt die Gleichungen m bezw. (17'). 


$ 14. 
Die einfachsten Definitionsgleichungen 
des w-adischen Körpers. 

Satz 23: Es sei K(&,p) = K(n, x) ein beliebiger x -adischer 
algebraischer Körper, dessen Primzahl x von der Ordnung e und 
dem Grad f ist, und n eine beliebige primitive p’—1-te Einheits- 
wurzel. Ist dann 


(1) 9%, &, P) == 2, A,’ (P) 


eine beliebige primitive Funktion in X(e, p) vom Hauptgrad « und 
der Ordnung 1, so besitzt die Gleichung 


2) ae =0 So 
im Bereich der »-adischen algebraischen Zahlen von positiver : 


Ordnungszahl genau a von einander verschiedene Lösungen /1,, 
Il,,... II, Die Adjunktion einer beliebigen unter ihnen II, zum 


. © 
Buy 


e 
I 
E- 
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Körper K(n,x) ergibt .einen z-adischen Körper K(n, II) vom a-ten 
Grade über X(n, =), in dem II; Primzahl von der Ordnung a.e 


und dem Grad f ist. 
Beweis: Nach Satz 16 besteht in X(e, p) eine Gleichung 


(8) 9,8, 89) = ha, 5 pP) Eiw,e,p) (P), 
worin E(«, e, p) eine Einheitsfunktion in X(e, p) ist und 
(8) h, (X, €, P) 0% Kt B, Bra-r t Da (P) 


eine spezifisch primäre ganze rationale Funktion ist, deren Koeffi- 
zienten den Bedingungen 


(3”) BIS ware ent: SB. NEED) 


UN 
genügen. 
Ist x, eine beliebige Zahl von positiver Ordnungszahl in einem 
beliebigen zweiten z-adischen algebraischen Körper X(€', P); so gilt 


in K(e',p) = K(es,e', p) nach Satz 21 die Gleichung 


(4) 4.250) = his P)ElR,eP) (P). 


Hierin ist nach Satz 22 E(x,, &,p) eine Einheit, also 9,(&,, & P) 
und h,(%,, & p) Zahlen von Alicher en in K(e’,p). Es 
ist daher dann und nur dann 


Ik, 5 pP) = 0 ). 
las; &, P) — 0 (P) 
ist. Die Gleichung (2) hat also im Bereich der x-adischen alge- 


braischen Zahlen von positiver Ordnungszahl genau dieselben 
Lösungen wie die Gleichung 


wenn 


8) | has) =0 (W 


im gleichen Bereich. Es sei 
(6) ha, pP) = @-NM)@—l)...@-N) () 


die nach Satz 3 immer existierende eindeutige Zerlegung von 
h,(z, & p) im Körper aller x-adischen algebraischen Zahlen. 

Dann besitzt (5) im Körper Wi die Lösungen II, II,,... IL, 
und keine andern. Diese a Zahlen sind alle von einander ver- 
schieden. Denn wären zwei unter ihnen gleich, so müßte h,(x, &, P) 
in K(e, p) in zwei Faktoren von niedrigerem als dem a-ten Grade 
zerfallen. Das aber ist unmöglich. Denn jede ganze rationale 
Funktion in X(e, p) kann in der Form 


h(z,.,p) = "’xg,(2;5P) (P) 


dargestellt werden, worin 9,(x, & p) eine primitive Funktion und r 
und s ganze rationale Zahlen sind, von denen s=0 sein muß. Sie 
ist dann und nur dann primitiv, wnınr=s= ist. Das Pro- 
dukt zweier ganzen rationalen Funktionen h(x, &, p) und 


h(a,,p)—=a'a2g,(,sP (P) 
hat daher die Form 


‚s+s’ g( 


asp) = wagen) (), 
worin 
nn, &,P) = N 57) &5P) (P) 


eine primitive Funktion ist. Es ist dann und nur dann eine pri- 
mitive Funktion, wenn r+r'=(0,s+s!=0, dh s=0,s!’=0 
ist. Dann aber sind die primitiven Funktionen 9,(z, &, p), 9. (2, &, P) 
bereits zwei ganze rationale Funktionen von denselben Graden wie 
h(&, g, p) und h'(x, e, p), deren Produkt h’(x, e, p) ergibt. 


Sollte also die primitive Funktion h,(x, &, p) von der Ord- 


nung 1 und dem Hauptgrad « in K(e, p) in ein Produkt aus zwei 
ganzen rationalen Funktionen von niedrigerem als dem a-ten Grade 
zerfallen, so könnten diese als primitiv vorausgesetzt werden. 


Dann aber wäre notwendig nach Satz 10 die eine von der Ord- 


nung 0 und dem Hauptgrad 0, die andere von der Ordnung 1 und 
dem Hauptgrad a, also eine ganze rationale Funktion mindestens 
vom Grad a. 

D.h. die Gleichung (5) ist in X(s, p) irreduzibel. Die Zahlen 
II,, II,, ... IT, sind alle von einander verschieden und die Adjunktion 
einer beliebigen II; unter ihnen zum Körper K(n, =) ergibt einen 
x-adischen algebraischen Körper K(II,&,p) = K(n,,7,) vom Grad 
a über K(n,=), also vom Grad a.e.f über K(p). Die Ordnung 
und der Grad seiner Primzahl =, mögen e, und f; sein, so daß 


(7) Breit Frarert. 
ist. Es sei dann 
(8) Il; 7, ao®; (P) 


wo b und c ganze rationale Zahlen sind und c>0 ist. In der 
Summe 


(9) h,(II,, €, p) = 21; + B, I; "+ ne B, (P) 


seien der Reihe nach die Ordnungszahlen der Summanden in 
K(n,, ®,) mit d,,d,,... d, bezeichnet. Dann wird ' 


I) ea el Hbre.lüur Daıza, da =c 


Er OR 


Wäre nun 5=0, so würde d,<d,;, für? = 1,2,...a sein und 
es wäre 
(I, pP) wm +0 (). 


Also ist 5>0, d.h. II, eine Zahl von positiver Ordnungszahl und 
die Gleichung (2) hat im Bereich der x-adischen algebraischen 
Zahlen von positiver Ordnungszahl genau die « verschiedenen 
Lösungen /I,,... ZI. Aus 5b >0 folst 

dd VS, 


also muß d, = d, sein. Denn im Falle d, + d, würde 


ham 40 (p 
sein. D.h. es ist 

(10) RUE al 

und aus 

| poXnm (M). 

folgt daher e,;, = e.a.b, d.h. | 


| 


(1) Sr 


Da andrerseits X (n,, z,) die primitive po —1-te Einheitswurzel 7 
enthält, muß auch 


dN) ir 
sein. Die Verbindung von (7), (11) und (11’) ergibt 
(12) em e.4, f; 5 = b= 1% ‚ also I,oxz; (p), 


d.h. 7], ist Primzahl in X(n,, #,) von der Ordnung e.a und dem 
Grad f und es wird K(n, 2) = Km, IL) (pP) w.z.b. w. 


Satz 24: Haben zwei beliebige x-adisch normierte Funktionen 
in K(e, p) im Variabilitätsbereich von x eine Nullstelle gemeinsam, 
so sind sie identisch. 


Beweis: Es seien 
se l p/ 
(13) Na,8,Pp) = n+ 2, N% nn nm =o0 (P), 
= pr 
(1 3°) N (2, €, p) = + 2 mE, N, > N —=0 (P) 


zwei beliebige x-adisch normierte Funktionen in X(e,p) und x, 
eine beiden Funktionen gemeinsame Nullstelle im Variabilitäts- 


AR 


bereich von x. Dann ist x, eine Zahl von positiver Ordnungszahl 


in irgend einem zweiten x-adischen algebraischen Körper K(e', p). 
Es können weder alle , noch alle ,„ = 0 (p) sein, da sonst die 
Funktionen (13) oder (13) = x würden, also überhaupt keine 
Nullstelle besitzen könnten. Also gibt es zwei kleinste Werte /, 
bezw. !} von /, für die +0 bezw. n, #0 (p) ist, und es werden 
dann (13), (13’) primitive Funktionen in X(e, p) von der Ordnung 1 
und den Hauptgraden /,, ,. Nach Satz 23 ergibt daher die Ad- 
junktion der Nullstelle &, zu KÄ(e,p) einen x-adischen Körper 
K(n, x,), in dem x, Primzahl von der Ordnung e.!, (bezw. e.ll) 
und dem Grad f ist. Speziell muß also !, = [\ sein. 

Da x, eine Nullstelle von (13) und (13') ist, so gilt in X (n, &,) 
auch die Gleichung 


oO 
(14) N (&,, &, p)- INS; €, p) > >2 (HN) N) (2). 
I, 


Nun sind die 7,,n; alle p’—1-te Einheitswurzeln oder 0, gehören 
also einem und demselben vollen Restsystem der ganzen Zahlen 
von K(n,x,) mod&x, an. Daher ist jedes n,—n, entweder 0 oder 
eine Einheit aus X(n, x,). Gäbe es nun eine erste ganze Zahl /, 
für die „+; (p) ist, so wäre 


| eo) e | 
(15) N@,,M)-N(&,&,P) = Dim-n)a nn +09 (W 
I 


im Widerspruch zu (14). Also gibt es keine solche Zahl /, d.h. 
es ist 


(16) ES N (P), = 0, 1; 2, 8, ... 


also 
(16') N(z, €, p) wr: N (x, €, p) (2), 
w.z.b. w. 


Satz 25: Es mögen K(s, p), n und x dieselbe Bedeutung wie 
in Satz 23 haben. Ist dann 


(17) @+Anr' +... +A=0 (p) 
die Eisensteinsche Gleichung der x in K(n, p) genügt, und sind 


OS p’ 
(18) er > N, NL: ME 0, Ne + 0 (p), 
ce 
5 Mm i, I, C, 
(19) pa II (irn x*)® (p) 
Sa 


die additive und die multiplikative Normaldarstellung von —p in 
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K(n, x), so sind diese drei Gleichungen einander äquivalent, d.h. 


jede von ihnen kann in der gleichen Weise zur Definition des 


Körpers K(e, p) = K(n, x) benutzt werden. 


Beweis: Man betrachte die Funktionen in X(n, p): 


(17°) h(a,n,p) = #+Aa'++A, 
00 
(18') N,(@ np) = P + mE (P) 
e 
m ch C, 
(19) NP) pt“ 11 ker) 
Ss’ 


Jede von ihnen ist eine primitive Funktion in K(n, p) von der 
Ordnung 1 und dem Hauptgrad e und zwar ist die erste eine 
spezifisch primäre, die zweite eine m-adisch normierte Funktion. 

Nach Satz 18 sind die Funktionen (17') und (19) eindeutig 
bestimmten z-adisch normierten Funktionen der Teilbarkeit nach 
äquivalent, d.h. es bestehen zwei Gleichungen 


(20) h,(&, 2) = N (&,n,p)E(&,mP) (P), 
(21) np) =N Ka, n,P)E’&mP (P) 


worin £’, E” Einheitsfunktionen und N’, N” x-adisch normierte 


Funktionen in K(n, p) sind. 
Die Gleichungen (17), (18) und (19) sind dann gleichbedeutend mit 


2) )anpP)=0, NanP)=I 9unp)=0 (M 
und aus der ersten und letzten dieser Gleichungen folgt nach (20), (21) 
(23) N'(z, np) = 0 (P), N” (m, np) = 0 (P), 

weil E’(n,n,p) und E”(z,n,p) Einheiten in K(n,rx) sind. Aus 
den Gleichungen (23) und der mittleren Gleichung (22) folgt aber 
nach Satz 24: 

(24) N(@np) =N@np = Nlanp (P) 


Die Funktionen (17'), (18'), (19') sind also der Teilbarkeit nach 
äquivalent und die drei Gleichungen 


(17°) np) =09 (D), 
(18°) N,(&, N, p) = (0 (p), 
(19°) 9, D)=0(P 


haben im Bereich der x-adischen algebraischen Zahlen von positiver 
Ordnungszahl die gleichen e von einander verschiedenen Wurzeln 
und definieren die gleichen e konjugierten Körper e-ten Grades 


über X(n, p). Hieraus folgt, daß jede der drei Gleichungen (17), 
(18) und (19) in gleicher Weise zur Definition des x- adischen 
Körpers X (n, x) benutzt werden kann. 


> 15. 
Die er Körpers Klen, P). 
Es sei k irgend eine ganze rationale Zahl, die der- POANBUngE 
(1) kZ2 
genügt. Dann wird im Folgenden zur Vereinfachung allgemein 
(2) = peDy Her peter 2a 
gesetzt und unter &,; eine beliebige primitive p’-te Einheitswurzel 
verstanden. | 


Satz 26: Ist 
(8) u, = NEE DE 
irgend eins der e, von einander verschiedenen Lösungssysteme der 
Gleichungen 
"+ = 0 > 
(4) 3 = (P) / 
ea Da Dre 
so ist x’ im Körper der p‘-ten Einheitswurzeln für den Bereich 
von p primitive Zahl und Primzahl von der Ordnung e, und dem 
Grad 1, d.h. für jedes Lösungssystem (3) und (4) ist 


(8) K(a®,p) = Key, P) (B) ° i—=1l2,..h% 
oder auch: Man kann in den Körpern K(ey,p) i=1,2,... der 
Reihe nach die Primzahlen z® so became daß sie unteremanden 
und mit der rationalen Primzahl p durch die Gleichungen 
+7. =0 
(4) TE +pr En a’ (P) 
e % ya — zn 
verbunden sind. Dieser Primzahlzusammenhang ist der einfachste, 
der sich für die Körper der p’-ten Einheitswurzeln für den Be- 
reich von p angeben läßt. 

Beweis: Betrachtet man der Reihe nach die Gleichungen a) 


so ergibt sich unter Benutzung von Satz 23: x?" +p ist eine ganze 
rationale Funktion vom Grad p—1, gleichzeitig eine primitive 


f 


ar 2a A a a u A 


- 


Due en es 
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Funktion von der Ordnung 1 und dem Hauptgrad p—1l in K(p). 
Die Gleichung 


(4) za rp=0% (P) 
besitzt daher im Bereich der x-adischen algebraischen Zahlen genau 
e = p-1 von einander verschiedene Lösungen, und ist x eine 


(1) (1) 


von ihnen, so ist x” Primzahl im Körper X (x, p) von der Ord- 
nung e, und dem Grad 1, d.h. K(r®, p) ist vom Grad e, über 
K(P). 

Durch die zweite Gleichung (4) ist dann x” als Lösung der 
Gleichung 


(4,) ep, —- an" —=0 (pP 


zu bestimmen. Hier steht links eine ganze rationale Funktion 
p-ten Grades, die gleichzeitig eine primitive Funktion von der 
Ordnung 1 und dem Hauptgrad p in K(=”, p) ist. Die Gleichung 
(4) besitzt daher im Bereich der x- adterden algebraischen Zahlen 
für jedes x’ p von einander verschiedene Lösungen und ist =” 
irgend eine von ihnen, so ist x” im Körper K (a, x, p) = K(r”, p) 
Primzahl von der Ordnung e,p = e, und dem Grad 1, also K(r”, p) 
vom Grad e, über K(p). Es ist selbstverständlich, daß zu ver- 
schiedenen x” verschiedene x” gehören, weil x" als ganze rationale 
Funktion von x” durch dieses eindeutig bestimmt ist, d. h. es gibt 
e, verschiedene Lösungssysteme (x, x”) für die beiden ersten 
Gleichungen (4) und zwar nimmt in ihnen x" e,, =” e, verschiedene 
Werte an. Ist allgemeiner schon für irgend ein i—1=2 be- 
wiesen, daß die ersten ö— 1 Gleichungen (4) e, , von einander ver- 
schiedene Lösungssysteme (rn, #”, ... x’) zulassen, wobei x” e,_, 
verschiedene Werte annehmen BR und stets Primzahl von der 
Ordnung e;, und dem Grad 1 im Körper K(x“®, p) ist, so wird 
x“ durch die Gleichung 

(4,) tra” =0 

definiert. Hier steht links eine ganze rationale Funktion p-ten 
Grades, die gleichzeitig primitive Funktion von der Ordnung 1 


und dem Hauptgrad p n K(z“”, p) ist. Also gibt = zu jedem 
z“” p» von einander verschiedene Lösungen, und ist =” eine von 


ihnen, so ist x” Primzahl von der Ordnung e; = e;,p und dem 
Grad 1 im Körper K(n”, a”, p) = K(a”, p). Die Anzahl der 
verschiedenen Lösungssysteme (x, x”, ...z“) für die ersten i Glei- 


chungen (4) ist e, und x“ nimmt in ihnen e, verschiedene Werte 

an. Das Gleiche gilt für jedes i = 1,2,...k. Es mag nun (3) 

irgend eins der e, von einander verschiedenen Lösungssysteme der 
Straßmann. 7 


BG OR 


Gleichungen (4) sein. Dann sind für die Zahlen (3) die Gleichungen 
(4) erfüllt. Bedeutet wieder 


8) flo D) = 140 + Zi dia (p) 


die in Satz 19 angegebene Funktion in X(p), die der Funktional- 
gleichung 


(6) (ap) = fiartpx,p) (BD 
genügt, so wird für jedes? — 1,2,...k 

o09 
(7) f, (m, p) = AR Le DA, ‚ne = 3 1-+n® (2°) 


eine eindeutig bestimmte Einseinheit in X(x®, p) von Grad 1, also 
gewiß von 1 verschieden. Dagegen wird 


(8) ka mn—=k0QP)=-1 () 

und allgemein 

(8) ed =harn) MW id. 

also . 

D) Penn 
3 Be} —1,2,... 

(9) ha) =-1 (m 

D.h. f,(x”, p) ist eine primitive p'-te Einheitswurzel, die mit Epi 


bezeichnet sei. Der Körper K(x®, p) enthält also die p‘-ten Ein- 
heitswurzeln. Andererseits ist 


en „1 
(10) ei 1 — +2 A,n® (p) 


genau durch x” teilbar, also eine Primzahl des Körpers K(n”, p) 
von der Ordnung e, und dem Grad 1) also eine primitive Zahl des 
Körpers. Also ist auch e,: eine primitive Zahl aus X(z“ Did 
es eilt 45) fur —h 2. 

Hiermit ist Satz 26 bis auf die letzte er bewiesen. 
Es bleibt noch zu zeigen, daß die Gleichungen (4) den einfachsten 
möglichen‘ Primzahlzusammenhang für die Körper (5) angeben. 

Da hier die Galois’sche Theorie im x-adischen Zahlkörper, 
auf der diese Tatsache im Grunde beruht, nicht näher entwickelt 
worden ist, muß der Beweis direkt erbracht werden. 

Die erste Gleichung 


(4') een) 
für eine Primzahl x” des Körpers der p-ten Einheitswurzeln ist 


PS OHR R 


bereits eine reine Gleichung und kann in einfacherer Form nicht 
verlangt werden. 
Von der zweiten ab haben die Gleichungen die Form: 


(4) a Line =. (p) Ka 2 da 

Daß keine einfacheren Gleichungen für die Herleitung einer Prim- 

zahl von K(e,,p) aus einer Primzahl von K(e,-ı, 9) gefunden 

werden können, als die trinomische Gleichung (4), zeigt man so: 
Es sei 

(11) A a 


Aus den ersten ö Gleichungen (4') folgert man leicht 


(12) ON 
also aus (4') 
(13) BEIN („r?) 


, 


und hierin ist de also (;,+1,p) = 1. 


d-1)' 


Es mögen nun =” und x” ganz beliebige Primzahlen aus 
K(&yi-1, p) und K(e,:, p) bedeuten. Dann bestehen zwei Gleichungen 
von der Form | 


= ER FRTEN 8 & 
14) ar = Gar Zn, =, G=GW 


oo 
ad) m = Na ‚eom=-10=-G6 6) 


die die additive Normaldarstellung der Primzahl x°” bezw. x” in 
K (ey, p) bezw. K(e,,p) bei Zugrundelegung der Primzahl x“”, 
bezw. x” angeben. Dann wird 

(16) ar EN get eh! 2 0 RO („0 


h) 
weil ? Er also C” = 1 (p) ist. Dagegen wird 
„1? BE vi Fialat Finn 
a. >|, ,)E Re Cha (o) 
Glare tl Sr Dr RT 
worin die Summe auf der rechten Seite zu erstrecken ist über alle 
Wertsysteme 2,,L,,...1,; ü, ds, ... 2,, für die 


(a EI 
(16”) 1=MnfW,%,.--.%)5 


three =p 
7% 


a Br: ie RE dv 


= 


ist. Sondert man die Werte h = 1 ab, so wird für sie 
ee Be @—6C 
Sl ’ p ’ I, I, P); 
d.h. : 
(17) BO Rn. 
N 
- Ggyaltabt Hin! 
ale ®. 
h — 9 ı iz yo.» h 


Nun wird aber für jedes "= 2 nach (16”) Max ee il 
und es folgt daraus | 


\ 2 = nr = (P) 


U, y Agye.. 2, BENSEEr 


und 
EB a =D, 
also 

I by in 7 AO +igla + +inin = ayar? 
anal ‚ei G3-..0, =( (m ) 
d.h. 

\P ei=ı “rl "reit?2 

am Komet Kr) 


und infolgedessen 


WER BU ei-ı srl; "ver-Hl "rei? 
ee ee 
2 


Aus der Kongruenz (18) aber folgt für jedes m = 2 eine Kongruenz 
(18°) | Nele S Oz (N? a) 


worin die 0" ganze Zahlen aus K (p) sind. Es ist daher 


— ge -$ AU &-ı —_ al >= »reit-l 
Ga) = 50" + OGa®” -5,0,7® 
(18) 2 Ber 
er SC m" | 
m = Du U, Ci IT 
M 


(Mm = 2/8, se) 


und die Addition ergibt für die beliebige Primzahl x” die Kon- 
gruenz 


2 ei-ı rl "re; „rejt2 
as) > DAR 50 0 3) 


De 


I 


— 101 — 


worin E,= (,0,(p) eine p—1-te Einheitswurzel ist und die 
D, ganze Zahlen aus X(p) sind. Dann gibt es eindeutig bestimmte 
p— 1-te Einheitswurzeln oder 0 E, so daß 


rl rl ; reit+? 
D,=#, (p), also Da) ‘= E, a" : (7) ) 


ist, und es wird daher 


e; 


En a} \/ i-1 ip "rc "rei? 
EEE EEE NT) 
2 

Be 4. PD) 


Diese Kongruenz besagt: Sind aD und a beliebige Prim- 
zahlen aus K(e,;-ı, 9), so ’treten in der additiven Normaldarstel- 
lung von =“ im Körper K(e,:, 2) bei Zugrundelegung der Prim- 
zahl x“ stets die Glieder von den Ordnungszahlen p und e,-+1 
auf und haben als Koeffizienten p — 1-te Einheitswurzeln und zwar 
ist stets das Glied von der Ordnungszahl e,+1 das niedrigste 
Glied, dessen Ordnungszahl zu p teilerfremd ist. 

Die beliebige Primzahl x” aus K(e,, p) genügt in K(eyi-ı, p) 
einer ganzen rationalen Gleichung p-ten Grades, da Kleyi, 5, vom 


Grad p über Kley-, P) ist. Aus a > ee) ) folgt ferner, daß 
sie die Form 


ar LES 


1 
+ NA 
S: 


\,p—t 
(20) a" 4A,=0 


hat, worin A,, A, Zahlen aus K(ey-ı, p) sind, die den Bedingungen 


(20) N) 


genügen. Es ist daher —A, eine Primzahl aus K(e,-ı, p). Setzt 
man, um das anzudeuten, 


so ergibt sich die Gleichung: 


„de gr 


ıp-L | 
ai) HI na 
Wandelt man die rechte Seite von (21) in die additive Normal- 
darstellung um und vergleicht die Glieder auf ihre Ordnungszahl 
hin, so ergibt sich, daß jedes Glied 


A, Or ; ET ee 


— 12 — 


entweder 0 oder von zu p teilerfremder Ordnungszahl ist, und 
daß alle, soweit sie von endlicher Ordnungszahl sind, verschiedene 
Ordnungszahlen haben. Da die niedrigste zu p teilerfremde Ord- 
nungszahl e,+1 sein muß, so folgt 


Min(ap+p-)) =e+1 | 


| 
ur 
D 
= 

| 
wen 


d.h. 
en aPZ e;, = 1,2,..92—2 


22 
ee MOD SINN DD ID): 


D. h. jede Primzahl x” aus K(e,, p) genügt in K(ey-ı, p) einer 
Gleichung 

ıp EEE. ‚p—L 
(23) a + + 5 Me 
worin z”’" eine Primzahl aus K(ey im, p) ist, die Koeffizienten 
A, sämtlich durch p teilbare Zahlen aus K (Ep i-1, p) sind und Ar: 
genau durch p teilbar ist. 


Legt man nun eine beliebige Primzahl x" aus K(e,.-1,.p) zu- 
grunde und entwickelt z“””" nach steigenden Potenzen von a”, 


so ergibt sich für die beliebigen Primzahlen x“ uns x eine. 


Gleichung 


‚pl . ‚ 3 2 "0 g\13 
(23) > = "Bina® See Henn 1) + 


worin g, eine p—1-te Einheitswurzel, g,, &,,,.. P?—1-te Einheits- 
wurzeln oder 0 sind, A, durch p teilbare Zahlen aus K(ey-ı, P) 
sind und A, _, genau durch p teibar ist. Daß unter allen mepTichen 
Gleichungen der Form (23°) diejenige die einfachste ist, bei der 
EEE An wel 


p—-1 me =... —( 


2 3 


ist, kann keinem Zweifel unterliegen. Diese Form ist aber bereits 
durch die Gleichungen 


(4) a" pn” — gi 
in Gestalt einfacher Iterationen gegeben, wobei außerdem die 
Primzahlen in der i-ten Gleichung links und der (i+1)-ten rechts 


dieselben bleiben. 
Wir behalten die Bezeichnung 


(24) PR =, De Dreh 
bei und setzen 
(25) re 0 — 22) = 132,200 


2 - 
#07 0 


— 18 — 


Dann wird, wie eine einfache Rechnung zeigt, P;(«,) eine ganze 
rationale Funktion von x, vom Grad e, in der x den Koeffi- 
zienten 1 hat, alle übrigen Koeffizienten durch p teilbare ganze 
rationale Zahlen sind und das konstante Glied genau » ist. Speziell 
also wird 


e.—1 #3 
(26) Po) = + Dıpo'z Hp, 
l 


worin die c/” aus den Gleichungen (24), (25) einfach zu berech- 
nende ganze rationale Zahlen sind. 
Satz 27: Jede Wurzel der Gleichung 


7) B@)=0 
ist Primzahl und primitive Zahl in K(e,:, p). 
Satz 27 folgt unmittelbar aus Satz 26, wenn man bedenkt, 


daß jede Wurzel x“ der Gleichung (27) die letzte Zahl in einem 
Lösungssystem (3) der Gleichungen (4) sein muß. 


$ 16. 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Existenz der p’-ten Einheitswurzeln in einem be- 
liebig vorgelegten z-adischen Körper K(n, ). 


Es sei K (n, x) ein beliebig vorgelegter x-adischer algebraischer 
Körper, dessen Primzahl x von der Ordnung e und dem Grad f 
sei. n sei eine primitive p’—1-te Einheitswurzel und 


rl 


6%) , 
B-r—-Dnn m -ıh m =-n(>e 
e 


die eindeutig bestimmte additive Normaldarstellung von —p in 
K(n, x), die nach Satz 25 als Definitionsgleichung für K(n, x) be- 
trachtet werden kann. Zur Abkürzung werde 


oO 

(2) N, (& mp) = Pp+Zın® () 
e 

und 
e 

ER 27 p—1l 

gesetzt. 


Hülfssatz 14: Der Körper K(n, x) enthält dann und nur dann 
die p‘-ten Einheitswurzeln, wenn 


Sn , 


EEE 


ist und wenn es in ihm eine Zahl von der Ordnungszahl 


/ ie 
(4) | Er 
gibt, 
m IE ITEHT Inf E 
(9) g (m, n,2) = > N m, 5 F= 1, m al () 
[47 
für die 
(6) Pan») =09 
ist. 


Beweis: Soll der x-adische Körper K(n, x) die p*-ten Einheits- 


wurzeln enthalten, so muß er auch jede Zahl aus K(e,, p), also | 


auch jede Lösung der Gleichung 
(6°) P, (%,,) SE 0 (P) 


enthalten. Ist x” irgend eine von diesen, so muß sie in K(n, x) 
eine additive Normaldarstellung von der Form : 


/ E ie ı Ey Va 1 4 de ie 
5) a®—=g(n,4,P) = Da, m = Ip en. (B 
a x 


besitzen und es muß dabei ihre Ordnungszahl a eine ganze ratio- 
nale positive Zahl sein, weil =” in K(e,., 9) also in jedem Körper, 
dem es angehört, von positiver Ordnungszahl ist. Dann aber be- 


steht die Gleichung (6) und aus pw A E- a m? folgt 
voran“ (p), d.h. (4) e = ae, also (4) Fr 


Sind umgekehrt die Bedingungen (4), (4”) erfüllt und gibt es 


in K(n, x) eine Zahl (5), die der Gleichung (6) genügt, so. ist 


g(r,n,p) eine Wurzel von (6’) also nach Satz 27 eine primitive 


Zahl aus X (Ep , P). 'K(n, x) enthält daher alle Zahlen aus X (Er DIE 


also auch alle p*-ten Einheitswurzeln, w. z.b. w. 


Im Folgenden wird stets die Bedingung (4) als erfüllt ange- 


nommen und 


(@") = au, 
also 
(8) | ri—.ar 
gesetzt. Es sei 

= | 
(8) 9(@,n,P) = Ze (P) 


irgend eine durch x° teilbare ganze Funktion in X (n, p), deren. ® 


Koeffizienten den Bedingungen 


3 


en Et x 
(8) ns —=1, Ye N (P) I>a 


genügen. Dann wird 


() Pa9&,nP) = van DE 22% 2 cPp(g(&,n,P))* +p 


5 > A, (P) 
Ö 


eine ganze Funktion in Ä(n,p) und zwar, wie eine leichte Rech- 
nung zeigt, eine primitive Funktion von der Ordnung 1 und dem 
Hauptgrad e = ae,, denn es wird 


(9) 0.53 Be p (p) ı< e, A, = F (P), d.h. A,n 1 (D). 


Zu ihr existiert nach Satz 18 eine eindeutig bestimmte x-adisch 
normierte Funktion 


oO 
(10) NP) =P+dn® (PM, 
EB 


‘die ihr der Teilbarkeit nach äquivalent ist, und zwar ist stets 


(10) „=A,=9. (p), also „=. (). 


Da P;,(g(z,n,p) und N(x,n, p) beide das konstante Glied p haben 


so ist in der Einheitsfunktion, um die sie sich multiplikativ unter- 
scheiden, das konstante Glied 1, d.h. es besteht eine Gleichung 


a1) Bonn) = N@,n, n(1+ 2:8) ®) 


| Die Gesamtheit der Funktionen (8) mit den Koeffizientenbedin- 


sungen (8’) bildet eine eindeutig bestimmte Klasse 8, von x* äqui- 
valenten Funktionen in X (n,p). Läßt man y(x,n,p) alle Funk- 
tionen der Klasse $, durchlaufen, so durchläuft die Funktion 
P,(g(2,n,Pp)) eine eindeutig bestimmte Klasse $, von primitiven 
Funktionen in K(n,p) von der Ordnung 1 und dem Hauptgrad e 
und die zugehörige x-adisch normierte Funktion N(x,n,p) durch- 
läuft eine eindeutig bestimmte Klasse 8, von z-adisch normierten 
Funktionen in X(n,p). Dann gilt der 

Hülfssatz 15: X(n,x) enthält dann und nur dann die p’-ten 
Einheitswurzeln, wenn N,(&,n,p) der Klasse 8, angehört. 

Beweis: Wenn N,(2,n,p) der Klasse 8, angehört, so besteht 
eine Gleichung 


(12) N, (&,n,P) = P,(9(@ n,»)) E(a,np) (P), 


— 106 — 


worin 9(2,n,p) eine Funktion der Form (8) und E(x,n,p) eine 
Einheitsfunktion ist. Dann besteht auch in X (n, x) die Gleichung 


(12) N,(@, 2,9) = Pl np) E(@,np) (P). 


Nach (1) und (2) ist N, (z,n,P9) = 0 (p), während E(n, n,p) 
sicher eine Einheit aus X(n,=) ist. Also gilt die Gleichung 


(6) Pan) =0 


d.h. X(n,) enthält nach Hülfssatz 14 die p*-ten Einheitswurzeln. 
Enthält umgekehrt X (n,x) die p'-ten Einheitswurzeln, so gibt es 
nach Hülfssatz 14 eine Funktion g9(&,n,p) von der Form (8) mit 
den Bedingungen (8), sodaß 


(6) Pi a,nPp)=0 -(p) 


ist. Ist dann N(2,n,p) die zu P,(g(&,n,p)) der Teilbarkeit nach 
äquivalente x-adisch normierte Funktion der Klasse 8,, so haben 
N(&,n,p) und N,(&,n,p) im Variabilitätsbereich von x die Null- 
stelle x gemeinsam, sind also nach Satz 24 identisch, d.h. N, (z, n, P 
ist eine Funktion der Klasse 8,, w.z. b. w. | 

Ist 


2 O9, 
(13) N(2,2,2) = PRINT (p) 


irgend eine x-adisch normierte Funktion in X (n,p), so bezeichne 
ich allgemein für jedes positive ö die Funktion 


(13°) N® (29,9) = + Zi (P) 


als ihren ö-ten Näherungswert. | 

Daß die Klasse 8, durch ein endliches Verfahren bestimmt 
werden kann, ist so zu sehen: 

Es handelt sich um x-adisch normierte Funktionen in X(n, p) 
vom Hauptgrad e. Es genügt zu zeigen, daß, wenn zwei Funk- 
tionen dieser Art nach einer genügend hohen endlichen Potenz 
von & kongruent sind: 


o N(&,n,p)= N (a, n,P) (x) 
die Gleichungen 
(U) Nenp)=0 (0), 


(AI) ‚N@np=0 ® 


N ER 


durch ihre Wurzeln von positiver Ordnungszahl die gleichen e 
konjugierten Körper definieren. Denn ist das der Fall, so ent- 
halten die durch (II) definierten Körper die p*-ten Einheitswurzeln 
dann und nur dann, wenn das gleiche für die durch (III) defi- 
nierten Körper gilt, und man darf sich also bei der Untersuchung 
auf die m-ten Näherungswerte der Funktionen N (x, n, pP) be- 
schränken. 

Einen Grad m von der geforderten Art kann man auf Grund 
von $ 11 leicht angeben. Es hat sich dort gezeigt, daß jede r- 
adisch normierte Funktion vom Hauptgrad e und der Ordnung 1 
einer eindeutig bestimmten normierten ganzen rationalen Funktion 
vom Grad e und ebenfalls primitiv von der Ordnung 1 äquivalent 
ist. Es bestehen also zwei Gleichungen 


N (%, N, p) E (X, N, p) —h E8 N, pP), ( 
N (,n,D)E(an,p)=W(anp, 


wo E und E' beides Einheitsfunktionen und A und % von der 
Form 
e—|1 


h(&,nP) = Dı A, +a° A; SPP), 
0 


e—|1 


Na) = Nat A,uAp(p) 
0 


sind. Ist nun x eine Lösung der Gleichung (II), also 
Nanp)=-0 P mKmm), 
so ist auch | 
hanp)=0 (). 
Besteht dagegen die Kongruenz (]), so ist 


Nan,p)=0 @""), : Kan D)=0 a"), 
also 


| e—]1 
h(a, 7,2) (®,n,P) = Zi A-A)®=0. (we). 


Darin sind die Zahlen A,—A! Zahlen aus K(n,p), also von durch 


e teilbarer Ordnungszahl in K(n,x). Die einzelnen Glieder der 
e—1 
Summe „); (A;—A!)n’ sind also alle von verschiedener Ordungs- 


m+21_, 1 
A,— A’ > gymtimi 2 pl e ] (p). 
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Andererseits ist die Diskriminante der Funktion he, N, p) 


D(h (x, N, p) — + (2) ) = N (em) N perderi (m), 
zT Sr 


dx 


wenn e genau durch p° teilbar ist. N bedeutet hier die Norm in 


Bezug auf K(n,P). 3% 
Setzt man also z.B. m > (s+1)e+e—2, so ist gewiß 


| h‘(a,n,p)ah,mp) N), ; 
während D(h(&,n,P)) höchstens durch p“*”°' teilbar ist. Es 
folgt daher nach den von Hensel in der „Theorie der alge- 
braischen Zahlen“ Seite 66—71 angewandten Schlüssen, daß die 
Gleichungen 
hanp))=0 DM. 
hanp) = 


die gleichen z-adischen Körper definieren (sie sind beide in XK(n,p) 


irreduzibel) und das gleiche gilt mithin für die ihnen äquivalenten 
‚Gleichungen (II) und (ILI). 


Die genaue Bestimmung: der Klasse S,, auf die die Frage der 


Einheitswurzeln in X (n,x=) durch Hülfssatz 15 zurückgeführt ist, 
ergeben dann die folgenden Hülfssätze: 


Hülfssatz 16: Man bilde die M = (p’—1)p’"”” Funktionen 


9(&,n,p) der Klassse 8,, die spätestens mit der Potenz @& ab- 


brechen, und bezeichne sie in irgend einer Reihenfolge durch 


de np" ; 3 
(14) 48,9, P) = Sul) N 


Ferner seien die zugehörigen x-adisch normierten Funktionen der 


Klasse 8,, die den Funktionen P,(g,(z, », p)) der Teilbarkeit nach 
äquivalent sind, durch | 


(15) N,@, np) = p+ In 2 (p) 


bezeichnet. Dann gehört die ad normierte Funktion 


z Er | > Erd | f 
(16) Ni, DB, Bea: (2) 


dann und nur dann der Klasse 8, an, wenn ihr ke-ter Näherungs- 8 
wert mit einem der M Näherungswerte N!” (x, n, p) übereinstimmt, 


d.h. wenn es ein i der Reihe 1,2,... M gibt, so daß 


(17) Na np) Nano 
ist. 
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Hülfssatz 17: Unter den M Funktionen 
N (z, n, p) I 


sind je e, einander gleich und genau — von einander verschieden. 
_ A e 


Bei geeigneter Wahl der Bezeichnung genügt es also die = 


Funktionen 


de M 
(18) N? (@, np) = pr zum ne (ei =1l2.. = 


zu bilden, um sämtliche Funktionen der Klasse 8, zu kennen. 

Zum Beweis dieser Hülfssätze sind einige kompliziertere Be- 
merkungen nötig, die in engem Zusammenhang mit Hensels Unter- 
suchungen über die Exponentialdarstellung x-adischer Zahlen 
(Crelles Journal, Bd. 146/7) stehen, aber hier für Funktionen und 
nicht für Zahlen ausgesprochen werden müssen. 


Ich nenne zwei ganze Funktionen y und g’ nach einer dritten 
9” kongruent: 

| s=g (N) 
wenn ihre Differenz 9— g’ durch 9” teilbar ist. Da die Gesamt- 
heit der durch 9” teilbaren ganzen Funktionen einen Ring bildet, 
so ergibt Kongruentes zu Kongruentem addiert (von Kongruentem 
subtrahiert, mit Kongruentem multipliziert) Kongruentes, d.h. man 
kann mit Kongruenzen nach ganzen Funktionen genau so rechnen, 
wie dies gewöhnlich mit Kongruenzen geschieht. 


Im Folgenden werden Einseinheitsfunktionen mod x erebraucht, 
d.h. Funktionen, die der Kongruenz 


(19)  H@anM=z1l1 .@. 


genügen. Solche Funktionen werden kurz durch H bezeichnet, und 
zwar soll das eine Sammelbezeichnung sein, derart, daß wenn in 
einer Gleichung oder Kongruenz das Zeichen H steht, dies besagen 
soll, daß an dieser Stelle irgend eine ganze Funktion von = in 
K(n, p) steht, die (19) genügt. So besteht z. B. zwischen jeder 
Funktion P,(g (x, n, p)) der Klasse 8, und der zugehörigen z-adisch 
normierten Funktion N(x, n, p) der Klisse &,, die ihr der Teil- 


barkeit nach äquivalent ist, die Gleichung 


Ar) P,(g(&,n,P)) = N@,n,p)H (P) 
die lediglich ein kürzerer Ausdruck für (11) ist. 
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3 5 a Äte 


Bedeutet y irgend eine ganze Funktion von x, so setze ich 
(20) KW=y+py (). 

Bemerkung 1: Sind h(x, n, p), h'(x, n, p) irgend zwei ganze 
durch x teilbare Funktionen in Ä(n, p), die der Kongruenz 
(21) h' (@, N P) m h(z, 7 P) = A,a’ H (N (@, N» p)) 
genügen, worin N(x,n,p) dieselbe Bedeutung wie in (10) hat, 5 
eine positive ganze rationale Zahl und A, eine Einheit aus X(n, p) 
ist für die im Fall b=r auch A’— 7” A, eine Einheit bleibt, so ist 


| Aa HR b>r 

@) AM)-fN) = Ay" Hl (N(z, 7, P)) für b<r 
| (AP A)a TH ee 

Beweis: Die Gleichung (10) kann auch in der Form 

(10°) Nan,p) = p+n.aH (p) 

geschrieben werden und es folgt daraus 

(23) p=-maH (N@ mp). 

Aus (21) folgt daher 

(24) pl -ph=- Aa" H (Na, np) 


während andrerseits 

Pl p | a Er 
ed) W-W=2 Praha (De, m) 
wird.=.Da fürs = 1,27. 9=1 


2) =0 pp und Ma=0 (e*) 


ist, so ergibt die Addition von (24) und (24') 
2er) Am)-f.M = HAT H+NE®H (Ne, np) 
und hieraus folgen die drei Beziehungen (22), weil für 
b>r bp>e+b; b<r bp<e+b; ber bp=e+b 
ist. | 


Bemerkung 2: Es sei 


oO I 
(25) np) = Am® (BP) 


ERIEEEDTTNYD, Ey TEEN SER 
N ” a. 
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ebenfalls eine Funktion der Form (8) mit den Bedingungen (8) und 
(25) y=-m I<b n+n (). 
Ferner bedeute 


oO 
(26) Nanp=pr+Nm® () 
€ 


die zu P,(g’(&,n, p)) der Teilbarkeit nach äquivalente x-adisch 
normierte Funktion. Ist dann 


(27) MT 
so ist 
(28) m = () 


für J< ke—r+b, dagegen wird für = ke-r+b 5! +5, (p) 


es gilt nämlich 


5 a BER 
(28°) ehem tel) mr Mm) 0) 


Beweis: Man lasse &,%,,...2, und z!,&,...2; durch die 
Formeln 


(29) tr en, wron =m,  (P) i=2,8,...h 


zusammenhängen, sodaß 

9)  Ba=a+p Ra)=e4, ( 

ist. Dann setze man 

(30) = gap, a gamPp) (P) 

und wende die Bemerkung 1 (k—1)-mal an. Es ergibt sich 


| KL Ak Ajee, A lb Aa)e rd 
.&) d-,=(1 m FR Ne D) 


4 


während die Anwendung auf x, und &, für sich fürh = 0) 
(31°) = aH Z=eneHh (N@nP) 
ergibt. Nun ist aber 


Dan 
(82) P,@a)—- P,@) = aa! = (ei-a) Diamar (p) 
0 


und aus (31’) folgt (31”) 


Ä u | 2; Ts 
(31”) Dior = 1 pa "oe  H (Ne D)) 
0 
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also in Verbindung mit (81) 
(33) P,(&) — Pı (a) | 
= (Ya "m-mWA-pe  "H (Nam). 
Nun ist | | 
(33) Pa) = N, pP)H, Pa) = Non,p)H () 
es wird also 
(33°) N (a, n, p) — N(@, 9, P) ! 
= (Dr a-mA-na " A+G.N@np () 


worin G = G(&, n, p) irgend eine Be Funktion in K(n, p) be- 


deutet. Es sei 
(34) N (©, N, p) RER N (&, N, p) 


0,0) 
= Dim = ne, m + 
e 


Me, : m 
TR N 


und 

| = | 

FR, N: p) == IN, A, A, + 0 (P), 
C 
wobei gegebenenfalls /, bezw. c = +00 gesetzt werden müssen. = 
Dann wird | 
oo _ 

(84) G(z, N, p) N(z, N,.2) &3= pA,X+ u B, a (p). 

' € 


Treten auf der linken Seite von (35”) überhaupt von O ver- 
schiedene Koeffizienten auf, so sind es Einheiten. Das Gleiche 
muß daher in der endgültigen Form für die rechte Seite gelten. 
Hieraus folgt, daß nicht c<ke—r+b sein kann. Denn sonst 
würde auf der rechten Seite von (33”) in der endgültigen Form 
der erste von O verschiedene Koeffizient »yA, also durch p teilbar 
sein. Also ist 


cZke—r+b 


und daraus folgt 
, = ke—r+b 
und \ 


k _ke,.— "kz 


N, 37 , + 1) Na =) (2), 


d.h. die Bemänkimg 2. Aus der Bemerkung 2 folgt nun bereits | 


Hülfssatz 16. 


nn 


a a 


fa 
I 0 
y 

h 

> 

x 
b. 
"x 
: 


tr Fu Krade 
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1. Ist N(x, n, p) eine Funktion der Klasse 8,, so gibt es eine 
Funktion g9(z, n, p) der Form (8) mit den BE BERENN (8) 


(8) 9%, 9, pP) = 2 (P) 


so daß | 
P,y@&nPp)vN&np  (P) 
ist. Dann ist aber 


IR, N P) = Sig ® (P) 


"notwendig von der Form (14), es besteht also eine Gleichung 


RP) = Ian, P) (P) 


wo i eine der Zahlen 1,2,... 7 bedeutet. Die zu 9”(z, n,p) zu- 
gehörige z-adisch normierte Funktion der Klasse $, ist also 


— N 


Ferner ist entweder 7/ = 0 (p) für alle 2>r, dann ist 
gm pP) = 9% n, P), 
also = 
| N@nP) = N@&nPp) (pP); 
oder es gibt ein erstes b>r, für das 7; # O0 (p) ist. Dann kann 


in der Bemerkung 2 g(2, », p) durch 9,(x, m, 2), 9’(&, n, ?) durch 
4(&, n, p) ersetzt werden und es folgt \ 


N@np) = N,@,np) (ee) b>r. 
In beiden Fällen aber besteht die Gleichung 
(17). Ne np) = Ne@np  (p). 


2. Sei N(z,n,p) irgend eine durch (16) gegebene x-adisch 


_ normierte Funktion, von der nur das Bestehen von (17) für irgend 


ein öi der Reihe 1,2,... M bekannt ist. Man setze dann 


(35) ,(%,n7,P) = (Rn Pp) = Sin 20 ED) 


und nehme an, daß für irgend ein n=r eine Funktion 


N e z x 
.(85’) (NP = Nm - (P) 
a 


gefunden sei, sodaß für die zugehörige rx-adisch normierte Funktion 


Straßmann, . 8 


le | ER 4 
der Klasse $, 


(n) 


9) 
N.„(& m pP) = p+ 2 N (P) 


(36) N (=, N; p) =.N: N(«, N, p) (er) 
ist. Dann kann man stets eine Funktion 


(35") KT, N, RI re "Sm (0) ac! (p) 


so wählen, daß für die zugehörige m-adisch normierte Funktion 
aus der Klasse $, 


OO a-+1) 


N an np) = p+ 2 n® (®) 


(86°)' Nam (& N, P) = N («, Re Are 
ist. In der Tat ist nach a 
= (P)  I<ke-r+n 
und nach (35’), (35°) zufolge Bemerkung 2 
(n-+1) (n) e, - i 
NEN VB) <Ske—r+tn 


Es genügt also n{), so zu wählen, daß 


5 ER / oe 
Neersnsı  Nkerkndı INT 1) Na ER (2) 
ist, um (36’) zu befriedigen. Das ist stets auf eine einzige Weise 
möglich. Die Kongruenz (36) besteht nach Voraussetzung für 
n —= r, und kann also in der angegebenen Weise fürn = r+1, 
r+2,... befriedigt werden. 
Es seien die g9;” (x, n, p) so gewählt und 


,%np) = Im 9,2) () 


gesetzt. (Daß dieser Grenzwert existiert, ist wegen 


ED) -9"np) = ne (D) 


selbstverständlich.) En 
N(&,n, p) bezeiche die zu 9,(2, 7, p) zugehörige w- nisch: nor- 28 
mierte Funktion der Klasse &,. Dann ist nach Bemerkung 2 E 
Nanp)=Nn@np) (A)  nertlhrta.. I 

also allgemein für jedes n = r+1, r+2,... EN 


N (x, NP)= N (a, n, P) Se, 


ee ART 2 2 


(37) =, m—=1,2,--- 


Fa 02 20 00 22 „U Deal LEE 
r 
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Diese Kongruenz hat die Gleichung 


N(@,n,p) = N(a,np) (P 


zur Folge, d.h. N (x, n, p) ist eine Funktion der Klasse 8,, w.z.b.w. 
Es sei 

p—1 

p—1 


Br 


und es werden für jedes m der Reihe 1,2, .-- } und für jedes 


d der Reihe 1,2,...%—1. die p”' Zahlen 
(37°) Ba MELLE 20T 


als p’—1-te Einheitswurzeln oder 0 so ausgewählt, daß die p/ 
Zahlen 


ER 
(38) Be (mM=1,2,..0";0c=0,1,...p-1) 
ein volles Restsystem der ganzen Zahlen von K(n, p) mod p bilden. 


Bemerkung 3: Es mögen g(,n,p) g(&n,P) Nam P), 
N’(&,n, p) dieselbe Bedeutung wie in Bemerkung 2 haben, aber 
die kleinste ganze Zahl db, für die’ 7, + 7, (p) ist, der Bedingung 

DSS.r 
genügen. Ferner soll jede der Funktionen g(x, n, p) und g’(z, n, p) 


für sich noch der Bedingung unterworfen werden, daß in ihr der 
Koeffizient von x° eine der Zahlen (37) ist und der Koeffizient 


von a?" fürd=1,2,...%—1 eine der zugehörigen Zahlen (37). 
Bedeutet dann v die größte ganze Zahl, für die 


b.PSe+r 


ist, so wird 
“ 2a 
(39) - N(@&np)-Nn,P) = 2, A  (P) 


worin A, eine Einheit und /, = b.p’+(k—v)e—r ist. 
Beweis: Benutzt man wieder die Bezeichnungen (29) — (30), 
so wird 


(40) m TE x H, x = TR H (N(w, N, P)) 
im Gegensatz zu (31’), weil hier 7 + 7, (p) sein kann. 

Ist nun zunäht db =a, so wrdv=k, L =a. fr = e, 
ferner 


z ı S 
Hey, n=94" (p, 
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worin m,, m, verschiedene Zahlen der Reihe 1,2, --- : 


Dann wird 


P,x@)— Pa) = er"—-af!=n "cH-g ah Aand) 


Hierin ist aber B, = n"”"—n"*.(p) eine Einheit aus K(n, p). 


Denn aus N" 7 '* (p) würde 


pP’ —1 | v—1 | 
Re 
was der Wahl von m, und m, widerspricht. 
Also besteht im Fall 5b = a die Kongruenz 
Ga a 
41) PP) - Po, n,Pp)=B,e’H (N@nDP)), 
B,, v1 (pP). 


Esi2 ba. p', wo d eine der Zahlen 1,2,...k—1 ist. 
Dann wirdvo =k—-dz=1l und l, = (d+1l)e, derner 


„eh 


wo m eine der Zahlen 1,2, .-: : bedeutet, und 


wi ni 


wo m!, m, zwei verschiedene Zahlen aus der Reihe 1,2,...p2”*"sind. 


Die Anwendung der Bemerkung 1 Be dann zunächst 


2) an zn (Na, nn) 
und hieraus 

(42°) 3, =B.0"H (Neon D)) 
sofern | 


5 | 1\.P? (cm! pet =. 
(a Be een 
‘eine Einheit aus K(n, p) ist. | 
Das ist aber der Fall. Denn die Kongruenz 


(44) Ye S= 0 Np) 


besitzt in K(n, p) höchstens p- Lösungen, da sie der Kongmenz > 


p-ten Grades 
(44°) v7 Hy=0 (p 


Be hl (p) folgen, also & 
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äquivalent ist. Nun besitzen diese Kongruenzen aber die p-Lösungen 
d 


(45) EEE ER c=0,1...p-1 
und das sind also ihre sämtlichen Lösungen. Mithin wäre nur dann 
Berl. kp): 


wenn eine Kongruenz 


! p® i 
en  (p) 


bestünde, wo c eine der Zahlen 0,1,...p-—1 ist, was nach Wahl 
der Zahlen (37’) unmöglich ist. 
Die weitere Anwendung der Bemerkung 1 auf (42') ergibt 
nee re BR Nero) 
und die Zuhülfenahme von (31”) und (32) ergibt auch in diesem Fall 


} Sr ; Bd g g 
(41') P, (9 (, N; p)) Ex P.(9 (x, N, P)) = B],% H (N (x, N, p)) 
worin 

ee) 


eine Einheit aus X(n, p) ist. 
Es sei 3. 
4.P eb — aD‘, 


wo d wieder eine der Zahlen 1,2,...%—1 ist. Dann ist wieder 
v=k-d>1, I, = de+bp’—r, und die Anwendung der Be- 
merkung 1 ergibt zunächst | 


! —/ BEN | 

u EM - m) 2. H (N (&, N, 2)) 

und dann weiter 

ae erh NenD) 

‚und hieraus folgt = ER von (31”) und (32) eine Kongruenz 
7 I BL „ lo TR / N 

(41°) P,(g'(&, n, P))—- Pı(lg(®, m, p)) = B,«"H (Ne nD), 

worin : | | 

} B} .d us ae —! ee v \ 
er 


Re Einheit aus K(n, p) ist. 
Aus (41), (41’), (41”) folgt in jedem Fall genau wie bei der 
Bemerkung 2 die Formel 


(0,8) 
(39) PEN DZIUMDET 2 Aw (P) 
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worin | | 
A,r1 ep und W=bp’+(k—ve—r 


ist, und damit ist die Bemerkung 3 für jedes b=r bewiesen. 
Aus der Bemerkung 3 folgt nun der Hülfssatz 17 so: 
Schreibt man den Funktionen 


P | 
(14) 3m P) = Am (P) i—=1,2,...M 
Q 


noch die weitere Bedingung vor, daß der erste Koeffizient 

een MD 8 
eine der Zahlen (37) und für d = 1,2,...%k—1 die Koeffizienten 
eine der zugehörigen Zahlen (37') sein sollen, so ist die Anzahl 
der so entstehenden Funktionen 


mau 
Pirna 
Sie mögen in irgend einer Reihenfolge mit 


Y 
(46) 09,2) = Nmx (P) i—=1,2,--- 
a 
bezeichnet sein. Sind dann ;, :' zwei verschiedene Zahlen der Reihe 


152, Ne so läßt sich auf die Funktionen 9,(&, n, p), 9, (8, n, P) 


die Bemerkung 3 anwenden. Es wird daher 


> ; . 
N&n PN, np) = ih? (P) A,o1 ® 


worin 
, = bp +(k—v)e—r ZZ (k+1—v)e<ske 


wird, weil für jedes dr v=1 ist. Es ist daher stets 
N’°(@&,2,P) #N”(@n,P2 (P) 
d.h. unter den M-Größen 
N (£,7, 9) RA, 


kommen jedenfalls —_ von einander verschiedene vor. 


Weiter aber müssen je e, unter ihnen einander gleich sein. 
Denn es sei ö irgend eine der Zahlen 1,2,...M und es sei 
mit x irgend eine der e-Lösungen von positiver Ordnungszahl 


bezeichnet, die die Gleichung 
(47) Auen D) = 0 


2 


ni. 
5 
"3% 
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oder die ihr hierfür äquivalente Gleichung 


(47°) Nanp)=0 

im Körper aller w-adischen algebraischen Zahlen besitzt. Dann ist 
(48) Pi®nPp)=0 () 

und | 

(48°) NanD=0 


Nach Satz 23 ist x Primzahl eines w-adischen Körpers X (n, x) 
von der Ordnung e und dem Grad f, in dem die Gleichung 
(6) | P,@)=0 () 
eine Lösung besitzt. Der Körper enthält daher den Körper 
K(e Pr p) und mithin alle e, verschiedenen Lösungen der Gleichung (6). 
Es muß daher e, von einander verschiedene Funktionen der Form (8) 


E: Be 
(49) 9, pP) = Zhım % (p) m=1,2,...e, 
a 

geben, für die 
(m) =? 
(50) Pump) =0 m—=1,2,...e 


ist. Werden die zu den Funktionen PR; (g(e, n, p)) zugehörigen 


z-adisch normierten Funktionen mit N (2, n, p) bezeichnet, so folgt 
aus (50) 


(m) 


(80) NanpP=0 m=1,2,...0 
Die Verbindung von (48) und (50’) ergibt nach Satz 24 

(m) [ . ; 
(1) Nanp)=N@anp) PD) m=12,,. 


Der r-te Näherungswert g® (x, 7, p) ist wieder eine der M-Funktionen 
9%, N, p) und es sei 


(82) 9” (,n,P) = 9,8 7, P) (P) m—=1,2,... 7 
gesetzt. Darin sind die Zahlen :, alle von einander verschieden. 
Denn wären zwei von ihnen gleich: i, = i,,, m # m’; so würde 


für die von einander verschiedenen Funktionen ya, pP), g (a, n, P) 
die erste Zahl db, für die 7,„ + nm (p) ist, endlich sein und der 
Bedingung b>r genügen. Dann aber würden die zugehörigen 


x-adisch normierten Funktionen N (2, 7, p) und N (x, n, p) nach Be- 
merkung 2 sicher von einander verschieden sein, was (51) wider- 
spricht. 


— 129 — 
Aus (52) folgt nach Bemerkung 2 die Gleichung 


(53) Ne%(@,n,p) = N!®(@,np) () 
Da außerdem nach (51) gewiß 
\ (53) Neo a, n,p) = N®(@,nP)  (e) 
ist, so folgt 
(54) Nelonp) Nenn GO m 2, 


für die e, verschiedene Werte ö,, ö,,...,. Hiermit ist Hülfssatz 17 


er 


bewiesen. Die Verbindung der Hülfsätze 15, 16, 17 ergibt nun | 


das folgende Schlußresultat: 


Satz 28: Der Körper K(n, =), dessen Primzahl x von der 
Ordnung e und dem Grad r ist, und in dem — p die additive Nor- 
maldarstellung 


co f 
(1) -p = XinmX () 
e 
besitzt, enthält dann und nur dann die »p*-ten Einheitswurzeln, 
wenn 4 und er ein scder Rohe 2° = ib se 
k 


(k—1)e-+1 Gleichungen 
(58) = 1= 2, 6+1,...he 


erfüllt sind. Dabei sind 7” die durch die Hülfssätze 16 und 2 


festgelegten Koeffizienten. 


Satz 29: Es sei e= ae, eine beliebige durch e, teilbare posi- 


tive ganze rationale Zahl und f eine beliebige positive ganze ra- 


tionale Zahl. Läßt man dann x, alle x-adischen algebraischen 


Zahlen durchlaufen, die Primzahlen in x-adischen Körpern von der 


Ordnung e und dem Grad f sind, so gilt in jedem solchen SED 
eine Kongruenz 


| ke 
(56) | -p=Nnd (ae), 
e 
5 r—1 v: 
(56’) N el =-n 


Dabei treten in (56) alle möglichen N = (p’— 1)p/"”® ver- 


schiedenen Koeffizientensysteme (n,) auf, die den Bedingungen (56) 


genügen, wenn x, alle Zahlen der bezeichneten Art durchläuft. 


Jia 


FR Sr 
Unter diesen N verschiedenen Koeffizientensystemen gibt es 


genau 
M p’ et DEE 


k-1 ) 


e% p—1 p 
bei denen der zugehörige Körper K(n, x,) die p“-ten Einheits- 
wurzeln enthält. Er enthält sie dann und nur dann, wenn es ein 


i der Reihe 1, 2, A gibt, sodaß (56) mit 
k 


57) ps —-9+ No %, 9, .P) (akerD) 
ii p p ( 0 1 ( 0 , 


oder was das Gleiche besagt, mit 
ke 
(57°) P+ Zn = N” (an D) 


übereinstimmt. Dabei sind N;””(x,n, p) die durch die Hülfssätze 
16 und 17 eindeutig festgelegten x-adisch normierten Funktionen. 

Hiermit kann die Frage nach den in einem beliebigen w-adischen 
algebraischen Körper enthaltenen Einheitswurzeln als vollständig 
gelöst angesehen werden. 


a 


Nachwort. 


Erst nach Vollendung und Drucklegung der vorliegenden Ar- 
beit wurden mir die kurzen inhaltsreichen Aufsätze von M. Bauer 
über p-adische Zahlen, Mathematische Zeitschrift, Bd. 14 und 19 
bekannt. Ich hebe ausdrücklich hervor, daß im zweiten dieser 
Aufsätze „über die Erweiterung des Körpers der p-adischen Zahlen 
zu einem algebraisch abgeschlossenen Körper“ (Math. Zeitschrift, 
Bd. 19) die Konstruktion einer kleinsten algebraisch abgeschlossenen 
Erweiterung von K(p) angegeben wird, von der der Körper aller 
algebraischen Zahlen als Teilkörper angesehen werden kann. Die 
Konstruktion erfolgt in Anlehnung an Kürschak durch eine Er- 
weiterung der algebraischen Zahlkörper durch Fundamentalreihen 
bei geeigneter Bewertung. Die grundlegende Voraussetzung dafür 
bildet die Idealtheorie. 

Vom Standpunkt der m-adischen Zahlen aus ist dieser Weg 
indessen kaum als einfach zu bezeichnen. Denn hier bilden die in 


K(p) irreduziblen rationalen Gleichungen mit rationalen p-adischen 


Koeffizienten und die Zuordnung der algebraischen Zahlen zu ihnen 
die natürliche Grundlage, aus der alles andere, wenn man will 


auch die Idealtheorie folgt. Auf ihnen beruhen gleichzeitig sämt- 


liche Zusammenhänge, die zwischen Elementen einer kleinsten alge- 
braisch abgeschlossenen Erweiterung von K(p) bestehen. Von 


diesem Gesichtspunkt aus erscheint es sehr viel einfacher und auf- 


schlußreicher, die irreduziblen Gleichungen in X(p) als Grundlage 
zu nehmen, wobei dann die Verwendung der Idealtheorie über- 
Hüssig wird. 


Meine Konstruktion des Körpers M aller m-adischen algebraischen Zahlen 
setzt in der Tat nichts als den Körper K(p) und die allerelementarsten Eigen- 
schaften der algebraischen Zahlen voraus. Der Reinheit der Voraussetzungen 
wegen möchte ich noch erwähnen, daß auch vom z-adischen Körper nur die 
Definition durch eine irreduzible Gleichung in X (p), nicht aber die Existenz einer 
Primzahl und die Entwickelbarkeit der Zahlen des Körpers nach steigenden Po- 
tenzen dieser Primzahl gebraucht wird. Der Beweis von Hülfssatz 8, der in der 


vorliegenden Arbeit diese Tatsache verwendet, kann genau ebenso einfach ohne 


sie geführt werden, mit Benutzung folgender Definitionen: Eine Zahl aus M heißt 


Be a a a a ar 
ee ae pi. RE RA REICHEN In PR 


er 
er 


— 13 — 


ganz, wenn die normierte irreduzible Gleichung, der sie in KX(p) genügt, ganze 
p-adische Koeffizienten hat. A heißt durch B teilbar, wenn —- ganz ist, eine un- 


endliche Folge von Zahlen A,, eines Körpers X(y„,P) heißt el 0 konvergent, 
wenn die A, mit über alle Grenzen wachsenden m durch jede noch so hohe 
Potenz von p teilbar werden. 

Es sei dann 


f(&,p) = + Si Gar (p) b>1 


irgend eine normierte in X(p) irreduzible Funktion mit ganzen p-adischen Koeffi- 
- zienten, f’(x, p) ihre erste Ableitung, D(f) vp® (p) d>0, ihre von O ver- 
schiedene Diskriminante und 


d ; 7 
ka AerNue!=temn ) 
ihr 2d-ter Näherungswert. 
fl) = a — 5) — 8)... @ 8”) 
sei die Zerlegung von fo (x) in Linearfaktoren im Körper aller algebraischen Zahlen. 


Durch die Gleichungen 


f (Em-ı: 2) 
Em Em —— (PM) mr 25.0 
| a ale) = 
wird dann eine unendliche Folge von Zahlen des Körpers K.(&,, p) definiert, für 
deren Glieder die Kongruenzen 


Em 5 Em-ı 0 (22%) 
ei m 1,2, I,%o, 
- Fin )=0 (print) 
bestehen. Es folgt daraus, daß die 
b—1c 
En = 9 (&,D) a 2’ Ö; & 
konvergieren und ihr Grenzwert 
re 
im 5, = 9(&,P) = 2 0:5 
Mm—=n v 
eine Lösung der Gleichung 
fvp) =0 (D 
darstellt. Seine Koeffizienten Ö, sind durch”die Gleichungen 
(m) 
G;—= lm C, (p) Eh Beet 


: Mm—=n 
gegeben und 


f(&,2) = (—g(&,P)(®—9(E, 9)... (a—g(&®®,p) (») 


ist dann die Zerlegung von f(x, p) in normierte Linearfaktoren in M. 


In der angeführten Arbeit von Bauer wird am Schluß ein 
Spezialfall von meinem Zusatz 1 ausgesprochen, leider ohne Be- 
gründung, die gerade hier von Interesse wäre. Der vollständige 
Beweis von Zusatz 1 ist mit den dort EREES Mitteln nicht 
möglich. 


— 124 — 


Im Journal für Mathematik, Bd. 154 ist eine Arbeit von Disse 
„über die Beziehungen zwischen Logarithmus und Numerus in 
einem p-adischen algebraischen Körper“ veröffentlicht, in der drei 
Sätze über Einheitswurzeln in m-adischen Körpern ausgesprochen 
werden. Diese Sätze beruhen auf einem Irrtum und werden an 
anderer Stelle richtiggestellt werden. 
Als für die Arbeit verwandte Literatur sind lediglich die 
Lehrbücher von Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen und 
Zahlentheorie und die Aufsätze vom gleichen Verfasser über die 
multiplikative Darstellung der x-adischen Zahlen, Journal für 
Mathematik, Bd. 146, 147, 151 zu nennen. Über Eu Verhältnis 
zu der grundlegenden Abel von Steinitz, Algebraische Theorie 
der Körper, Journal für Mathematik, Bd. 137, ist in der Einleitung 
das Nötige gesagt. Die bedeutungsvollen Arbeiten über Bewertung 
und bewertete Körper von Kürschak, Journ. f. Math., Bd. 142; 
Ostrowski, Journ. f. Math., Bd. 143, 147; Rychlik, Journ. £. 
Math., Bd. 153 wurden nicht verwandt, da dies für die hier be- 
handelten speziellen Probleme nur eine Vermehrung der Voraus- 
setzungen bedeutet hätte. 


Zum Schluß möchte ich an dieser Stelle noch aussprechen, 
daß ich nächst meinem verehrten Lehrer, dem die Arbeit gewidmet 
ist, für wertvolle Unterstützung bei Vollendung der Arbeit Herrn 
Prof. Dr. J. Schur, Berlin, und Herrn Privatdozent Dr. H. Prüfer, 
Jena, diesem auch für die genaue Durchsicht der Arbeit und mehr- 
fache Anregungen zu außerordentlichem Dank verpflichtet bin. 
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